
千葉大学大学院融合理工学府

修士論文

多体効果及びフルポテンシャルを

取り入れた多重散乱理論を用いた

X線吸収スペクトルの理論研究

令和 3年 3月提出

先進理化学専攻 物質科学コース

藤方　悠



　



概要

本論文ではX線吸収スペクトルの計算のために使用する多重散乱理論に、多体効果及び

フルポテンシャルを取り入れることについての研究結果を報告する。前半部分ではV2O5

の X線吸収スペクトルについて議論する。V-L2,3エッジには多体効果を取り入れたマル

チチャネル理論を、V-K エッジにはフルポテンシャルを適用することで、従来の多重散

乱理論では再現することのできなかったスペクトルを再現することに成功した。計算され

たスペクトルの解析から、V2O5特有の構造の歪みから生じる特徴的な電子状態を解明し

た。さらに吸収サイトバナジウム周りの酸素を欠陥させた場合のスペクトルについても

計算し、欠陥のスペクトルへの影響を明らかにした。後半部分ではマルチチャネル理論と

フルポテンシャルを合わせたコードを開発するため、マルチチャネル理論で使用している

R-matrix法を用いてフルポテンシャル t-matrixを計算する方法を開発した。初めのテス

トケースとして立方体セルのフラットポテンシャルを用いて、非球面ポテンシャルの積分

の収束性や基底関数の収束性について議論した。立方体セルでの計算結果より、単一セル

のフルポテンシャル t-matrixの計算に成功したと結論付けられたため、実際の物質への適

用を行った。対称性の高い例として CrVを、対称性の低い例として V2O5を採用し、フ

ルポテンシャル多重散乱計算をすることでその効果を確かめることができた。結論として

R-matrix法を用いたフルポテンシャル多重散乱計算コードの開発に成功したと言える。
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第1章 序論

X線吸収分光法 (XAS) はX線を物質に照射し、その吸収強度を測定することで物質の

構造や電子状態を観測する実験手法である。XASは測定される物質の形状に制限がなく、

固体から薄膜、液体、溶液、気体など様々な物質に対し測定を行なうことができる。XAS

では照射するX線のエネルギーを高くしていくと徐々に吸収強度が下がっていくが、ある

エネルギーで急激に吸収強度が増加することがある。このエネルギーを吸収端といい、こ

れは内殻の電子の励起に対応している。例えば銅のK殻 (1s軌道) からの励起に対応する

吸収端を Cu-K エッジ、L殻 (2p軌道) に対応する吸収端を Cu-Lエッジのように呼ぶ。

ここで、この吸収端に近いエネルギー領域 (およそ 50 eV) のスペクトル構造はX線吸収

端近傍構造 (XANES) と呼ばれ、一方それより高エネルギー側で吸収端から 1000 eV程度

までの領域で見られる構造を広域X線吸収微細構造 (EXAFS) と呼ぶ。EXFASはそのス

ペクトルに現れる振動構造の解析から、再隣接原子間距離などを測定するのに用いられて

いる。一方XANESは吸収原子の非占有軌道の形を反映していると考えられるが、遷移行

列要素や内殻電子と励起電子の相互作用などによりそのスペクトル形状が変化するため、

その解析には理論計算によるスペクトルとの比較が必須である。

XASのスペクトルの計算には様々な方法があるが、多重散乱理論は強力な計算手法の

1つである。詳しくは第 2章で述べるが、多重散乱理論ではX線によって励起された電子

が周りの原子によって散乱を繰り返し、その干渉によって生まれる波動関数を計算する。

多重散乱理論は他の方法に比べ、比較的低コストでありながら様々なエネルギーの吸収ス

ペクトルを計算することができる。また、本研究で使用する実空間多重散乱理論 (以下断

りが無い限り多重散乱理論とはこの実空間多重散乱理論のことを指す) は計算において周

期境界条件を必要とせず、様々な形状の物質に対して適用できる特徴がある。

多重散乱理論では計算の簡単のため、様々な近似を用いている。その代表的な例として

独立電子近似、マフィンティン近似がある。これらの近似について詳しくは 2.3節で述べ

るが、独立電子近似とは励起した電子と内殻の電子とのクーロン相互作用を直接扱わない

近似である。この近似は励起電子のエネルギーが高い場合はよく成り立つが、励起電子の

エネルギーがしきい値付近の場合、この近似は成り立たなくなる。一方マフィンティン近

似とは空間をセルに分割する際、球形のセルに分割し、その内部のポテンシャルを球対称

ポテンシャルとし、外部のポテンシャルを一定の値とする近似である。この近似は最密充
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填構造に対しては良い結果を与えるが、隙間の多い構造や異方性の強い構造などでは正確

に計算することができない。

本研究では独立電子近似を超えるものとしてマルチチャネル理論を、マフィンティン近

似を超えるものとしてフルポテンシャルを考える。これらの理論は先行研究により開発さ

れたものであるが、まだこれらの理論を用いて計算された例は少なく、これらの理論の妥

当性、また適用範囲などについて十分な結果が得られていない。そこでまず本研究では、

未だX線吸収スペクトルが再現されていない系にこれらの理論を適用し、その妥当性、有

用性を示すとともに計算する物質の新しい物性を探っていくことを目的とする。さらに本

研究ではこれら 2つの理論を組み合わせた新たな理論を開発することも目指していく。
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第2章 理論

2.1 X線吸収分光

X線吸収スペクトルの計算において、吸収強度を表すX吸収断面積は、フェルミの黄金

律より

σ(ω) ∝
∑
F

| ⟨F |Hint |G⟩ |2δ(EF − EG − ℏω) (2.1)

で与えられる。ここでHintはX線と物質との相互作用ハミルトニアン、|G⟩は基底状態、
|F ⟩は多電子の励起 (最終) 固有状態であり、EG、EF はそれぞれのエネルギーである。ま

た、ωはX線の角振動数である。相互作用ハミルトニアンは光のベクトルポテンシャルA

と電子の運動量演算子 pの内積A · pで与えられる。この相互作用は光の波長が電子の広
がりより十分長ければ、双極子近似を適用することができ、e · rと近似できる。本研究で
はこの双極子近似を用いて計算する。ここで、基底状態は原子に束縛された軌道のみで表

わされるため、計算は容易である。一方、終状態の優勢な固有状態は吸収サイト原子内に

1つのホールが存在し、連続体内に 1つの電子 (以下光電子と呼ぶ) が存在する状態であ

る。光電子の波動関数は吸収サイト原子から周りの原子に広がっているため計算が非常に

複雑になる。本研究ではその光電子の波動関数の計算に多重散乱理論を使用する。

2.2 一般的な散乱理論

まず初めにこの節で、散乱の種類によらない一般的な散乱理論について議論する。つま

り、ポテンシャルによる散乱、電子間の相互作用による散乱どちらにも適用でき、ポテン

シャルの形状にも依存しない式を導出する。次の節で、1電子近似及び、マフィンティン

近似を用いたときの散乱の振る舞いを示し、その後それらの近似を超える理論について議

論を展開する。この節での議論の多くは多重散乱理論の教科書 [1, 2]を参考、及び引用し

ているため、詳しく知りたい方はそちらを参照されたい。

量子力学における散乱のイメージ

形式的な散乱理論の式の導出の前に、量子力学における散乱の直感的なイメージから話

を始める。古典的な意味での散乱とは粒子がある物質に当たり、ある方向へと弾き飛ばさ
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れることを表すが、量子力学における散乱は電子や光などの波が短い時間あるポテンシャ

ルを感じ、影響を受けて遠ざかっていくことを表す。散乱理論におけるポテンシャルには

短い区間でのみ 0出ない値を持つという条件が与えられている。

ここで、上の条件を満たすような原点を中心とした範囲 aの中でのみ 0でない値を持つ

ポテンシャルを考える。また、簡単のためポテンシャルが球対称な値を持つと仮定する。こ

のポテンシャルによって散乱される 1つの電子の波動関数は下のシュレディンガー方程式

[∆ + k2 − V (r)]ψk(r) = 0 (2.2)

を解いて求められる。ただしここでは原子単位系を用いている。半径 aの外側ではポテン

シャルが 0であるため、この電子は自由電子と同じ振る舞いをする。よって、rが十分大

きいときは電子の波動関数は漸近的に

ψk(r)r→+∞ → α

[
eik·r + fk(θ)

eikr

r

]
(2.3)

のように振る舞う。ここで θは散乱角度であり図 2.1に示してある。f(θ)は散乱振幅と呼

ばれ、ポテンシャルによって変化する。球対称でないポテンシャルの場合、散乱振幅は θ

だけでなく ϕにも依存することには注意が必要である。この式を見てわかるように、量子

力学における散乱では入射する平面波と、ポテンシャルによって散乱された球面波の足し

合わせで波動関数を表すことがわかる。そのときの波数や角度による散乱強度の違いが散

乱振幅である。この表現は非常に一般的であり、散乱体やポテンシャルの形状などには依

存しない。

𝑒𝑖𝒌 ⋅𝒓 𝑉(𝑟)

𝑎

𝜃

𝑓𝑘 𝜃
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑘𝑟

図 2.1: ポテンシャル V (r)による 1電子散乱の模式図。入射した平面波がポテンシャルにより散
乱され球面波として出ていく様子を表す。
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グリーン関数と T -matrix

ここからは散乱理論の一般的な形式の式を導出していく。まず下の式のように、自由電

子のハミルトニアンがH0、その固有関数が |χ⟩で与えられていたとする。

H0 |χ⟩ = E |χ⟩ (2.4)

それに対し、ポテンシャル V によって摂動が加えられることを考える。V による散乱を

受けた散乱波 |ψ±⟩はH = H0 + V のハミルトニアンを用いて

H |ψ±(V )⟩ = E |ψ±(V )⟩ (2.5)

と表され、同時にリップマンシュウィンガー方程式

|ψ±(V )⟩ = |χ⟩+ (E −H0 ± iϵ)−1V |ψ±(V )⟩ (2.6)

を満たしている。ここで ϵは正の無限小実数である。状態 |ψ+⟩と |ψ−⟩はそれぞれ過去へ
の散乱、未来への散乱に対応する。ここで、自由電子状態 |χ⟩と散乱波 |ψ±⟩が同じエネ
ルギー固有値を持っている点に注意してほしい。

一方、自由電子グリーン関数G0とフルグリーン関数Gは

G±
0 (E) = (E −H0 ± iϵ)−1 (2.7)

G±(E) = (E −H ± iϵ)−1 (2.8)

で与えられ、これらを式 (2.6) に代入すると様々な形式の等式が表せる。

|ψ±(V )⟩ = |χ⟩+G±
0 (E)V |ψ±(V )⟩ (2.9a)

= |χ⟩+G±(E)V |χ⟩ (2.9b)

= |χ⟩+G±
0 (E)T±(V ) |χ⟩ (2.9c)

ここで T±は散乱演算子と呼ばれ、

T±
αα′ = ⟨χα|T± |χα′⟩ = ⟨χα|V |ψ±

α′(V )⟩ (2.10)

で定義されている。式 (2.9a) を繰り返し用いたものと式 (2.9c) とを比べることで、T を

V とG0を用いて

T (V ) = V + V G0V + V G0V G0V + · · · (2.11)

と表すことができる。もしこの級数が収束するのであれば、T (V )は次のダイソン方程式

を満たす。

T (V ) = V + V G0T (V ) (2.12)
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この解は

T (V ) = (1− V G0)
−1V

= (V −1 −G0)
−1 (2.13)

で与えられる。これにより散乱演算子 T を既知であるG0と V を用いて計算できることが

わかる。そしてこれを式 (2.9c) に代入すると散乱波が得られる。この式を導出する際、ポ

テンシャルVには一切近似を用いていない。よってどんなポテンシャルに対してもこの式

は成り立つ。次の節では具体的な計算を行なうためこのポテンシャルをセルに分け、複数

のポテンシャルからの散乱として扱う。

多重散乱

多重散乱の計算のため空間をセルに分割する。セルの分割の仕方は任意だが、普通原子

を中心とした球形のセルに分割することが多い。それぞれのセルのポテンシャルを V iと

すると全ポテンシャル V は V =
∑

i=1 V
iで表される。このポテンシャルを式 (2.11) に代

入すると散乱演算子は

T ≡ T

[∑
i

V i

]
=

∑
i

V i +

[∑
i

V i

]
G0

∑
j

V j

+ · · · (2.14)

と表される。この式の中で同じセルインデックス同士の積 (V i+V iG0V
i+V iG0V

iG0V
i+

· · · ) を一つのグループにまとめ、それぞれのセルの散乱行列、ti ≡ t(V i)に置き換えると、

式 (2.14) は

T =
∑
i

ti +
∑
i

∑
j ̸=i

tiGij
0 t

j + · · · (2.15)

で表される。この式は多重散乱理論の基礎となる式である。この式によれば系全体の T -

matrixは、それぞれのセルでの散乱行列 tiとそれらの間の自由電子伝搬関数であるGij
0 を

用いて表すことができることになる。Gij
0 は “KKR structure constant”と呼ばれる量で

あり、セル同士の空間的な位置関係によって決まり、セルの位置関係がわかれば解析的に

解を求められる。よって系全体の T -matrixを求めるにはそれぞれのセルの散乱行列 tiを

求めれば良いことになる。tiの具体的な求め方はセルの分割の仕方や内部のポテンシャル

によって様々である。後の節で、様々な方法を用いてこの tiを計算する方法を議論する。

この多重散乱の式は非常に一般的なものであり、X線吸収スペクトルの計算だけでなく、

光電子分光法やバンド計算などにも用いられている。
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τ-matrixと吸収スペクトルの計算

この節の最後に多重散乱理論を用いてX線吸収スペクトルを計算する方法を述べる。そ

のために、あるセルからあるセルへの遷移を考える際に有用な、散乱経路演算子 τ ij を次

のように定義する。

T =
∑
i,j

τ ij (2.16)

式 (2.15) と比較することで τ ij は次の式を満たすことがわかる。

τ ij = δijt
i + ti

∑
k ̸=i

Gik
0 τ

kj (2.17)

この式の解として τ ij は

τ ij =
[
δij(t

i)−1 −Gij
0 (1− δij)

]−1
(2.18)

と求まる。τ ij はあるセル jから出た波があるセル iに散乱される遷移振幅を表している。

X線吸収の強度の計算ではX線を吸収するある一つの原子 (吸収サイトと呼ばれ、普通セ

ル番号は 0とする) から出た波が周りの原子から散乱され、また自分自身に戻ってくる振

幅を必要とする。よって散乱経路演算子のうち吸収サイトから出てまた吸収サイトに戻っ

てくる遷移振幅である τ00を用ると、式 (2.1) で表されていた吸収強度は

σ(ω) ∝ ℑ

∑
ff ′

M∗
f τ0f,0f ′(E)Mf ′

 with Mf ≡ ⟨Ψ0
f |Hint |Ψ0

g ⟩ (2.19)

のように表すことができる [3]。ここで |Ψ0
g ⟩、|Ψ0

f ⟩はそれぞれ吸収サイトの基底状態と励
起状態の波動関数である。また、それぞれの励起状態は E = Eg + ℏωに対応するエネル

ギーを持っている。

2.3 独立電子近似及びマフィンティン近似

この節では従来の多重散乱計算において計算の簡単のため用いられてきた独立電子近似

及び、マフィンティン近似を適用した際のセル t-matrixの計算方法について述べる。この

節の多くは [1]を参考にした。

独立電子近似

序章でも述べたように、独立電子近似とはX線によって励起された光電子と内殻電子と

のクーロン相互作用を直接扱わない近似である。クーロン相互作用を直接計算する代わり
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に、光電子以外が作るポテンシャルを平均場として置き換える。そのポテンシャルを用い

た 1電子のシュレディンガー方程式を解くことで光電子の状態を求める。この近似を行う

と光電子が原子に散乱される際、原子とのエネルギーの交換を行わない、つまり原子の状

態は変化しない。よって、吸収スペクトルの計算には光電子波動関数のみが影響すること

になり 2.1節の式 (2.1) は

σ(ω) ∝
∑
f

| ⟨f |Hint |c⟩ |2δ(ϵf − ϵc − ℏω) (2.20)

のように変形できる。ここで |c⟩と |f⟩はそれぞれ内殻と光電子に対応する 1電子固有状

態であり、それぞれエネルギー ϵc, ϵf を持っている。2.1節でも述べたように内殻の状態は

簡単に求められるため、吸収スペクトルの計算には多重散乱理論を用いて光電子の状態を

求めれば良いことになる。この近似は内殻準位が孤立していて他の準位と混ざることの無

い、Kエッジでは常に正しく成り立っている。それに対し内殻の準位同士が近くに存在す

る場合、内殻の電子と光電子の相互作用によりこれらの準位間で構成混合が起こる可能性

があり、この近似は成り立たなくなる。その場合の吸収スペクトルの求め方は 2.5節で述

べる。

マフィンティン近似

多重散乱理論では計算のために空間をセルに分割する。マフィンティン近似ではこのセ

ル形状をすべて球形にする。またその球内のポテンシャルを球対称な形に近似し、球の外

側のスペースのポテンシャルは一定の値としている。図 2.2にマフィンティン近似の模式

図を示す。マフィンティン近似を行うと、散乱波を角運動量で展開した部分波を用いたと

き、散乱においてその部分波の角運動量を変化させない。よって多重散乱の式はすべて角

運動量対角になり、非常に簡単な形でかけるようになる。この近似は、最密充填の構造で

はよく成り立つが、対称性の低い構造や隙間の多い構造では成り立たなくなることが知ら

れている。これらの構造でも正確に計算できる、一般的なセル形状を用いた計算方法につ

いては 2.4節で述べる。

球対称ポテンシャルでの動径関数

ここから先は上で述べた独立電子近似とマフィンティン近似を用いたときの、散乱 t-

matrixの計算方法について述べる。

ポテンシャルが球対称の場合、シュレディンガー方程式 (2.2) を極座標表示すると、波

動関数は球面調和関数と動径関数に分離され、その動径関数が満たす方程式は(
1

r2
d

dr

(
r2

d

dr

)
− ℓ(ℓ+ 1)

r2
+ k2 − V (r)

)
Rℓ(r) = 0 (2.21)
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図 2.2: マフィンティン近似の模式図。原子球内では球対称ポテンシャル、隙間の領域では一定の
ポテンシャルと近似される。[1]から引用。

である。ここで ℓ(ℓ+1)/r2は遠心力ポテンシャルと呼ばれている。まず初めに自由電子の

場合を考える。すると式 (2.21) は V (r)の項が消え、球面ベッセル方程式に帰結する。球

面ベッセル方程式の 2つの独立な解は、球ベッセル関数 jℓ(kr)と球ノイマン関数 nℓ(kr)、

もしくは球ハンケル関数 h±ℓ (kr) = jℓ(kr)± inℓ(kr)である。nℓ(kr)は r = 0で無限大に発

散するため、物理的な意味を持つ自由電子の動径関数はAℓjℓ(kr)である。

次に、V によって r > aに散乱される電子を考える。r > aの領域では nℓ(kr)は発散し

ないため、動径関数の解は jℓ(kr)と nℓ(kr)の線型結合、もしくはその他の球ベッセル関

数の組の線型結合で表される。この方程式の具体的な解を示す前に、動径関数の r → +∞
での振る舞いを考える。x→ +∞での球面ベッセル関数が

jℓ(x) →
1

x
sin

(
x− ℓπ

2

)
(2.22a)

nℓ(x) → −1

x
cos

(
x− ℓπ

2

)
(2.22b)

と表されることを利用すると、ポテンシャルが存在する場合と存在しない場合に対して、

それぞれ r → +∞での漸近的な動径関数は
without V : lim

r→+∞
Rℓ(r) = Aℓ

sin(kr−ℓπ
2 )

kr

with V : lim
r→+∞

Rℓ(r) =
Aℓ

cos δℓ

sin(kr−ℓπ
2
+δℓ)

kr

(2.23)

となる。δℓは位相シフトと呼ばれ、角運動量 ℓを持った波がポテンシャルによる散乱を受

けて位相がどれだけずれるかを表す。この 2つの動径関数を図 2.3に示す。
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𝑅ℓ(𝑟)

𝑗ℓ(𝑟)

|𝛿ℓ|

𝑘

𝑟0

図 2.3: 式 (2.23) で表される、ポテンシャルが存在するときとしないときの漸近的な動径関数。ポ
テンシャルの影響で Rℓ は位相がずれる。

さて、先程述べたようにポテンシャル V が存在するときの動径シュレディンガー方程式

(2.21) の実際の解は、球面ベッセル関数らの線型結合である。その際の係数に式 (2.23) で

導入した位相シフト δℓを用いると

Rℓ(r) = Aℓ [jℓ(kr)− tan δℓnℓ(kr)] (2.24a)

= Bℓ

[
jℓ(kr) + i sin δℓe

iδℓh+ℓ (kr)
]

(2.24b)

のように動径関数を表すことができる。ここでAℓ, Bℓは規格化定数である。また、(2.24b)に

現れる係数は散乱行列 tℓと以下の関係がある。

tℓ = −1

k
sin δℓe

iδℓ (2.25)

よって位相シフト、もしくは散乱 t-matrixを求められれば散乱波を表すことができること

がわかる。

位相シフトおよび散乱行列の計算

位相シフト及び散乱行列の計算をするためには r < aの領域での動径シュレディンガー

方程式の解が必要である。位相シフトはポテンシャルの境界 (r = a) で外側の動径関数

Rℓ(r)と内側の動径関数Rℓ(r)をマッチングさせることから得られる。ここで言うマッチ
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ングとは、ポテンシャルの境界で、内側と外側の動径関数の値と微分を一致させるという

ことである。ここで 2つの関数に対するWronskianと呼ばれる次の演算Wを導入すると

W [f, g] = f
dg

dr
− g

df

dr
(2.26)

式 (2.24) に現れる係数はそれぞれ

tanδℓ =
W [jℓ,Rℓ]

W [nℓ,Rℓ]

∣∣∣∣
r=a

(2.27a)

tℓ = i
W [jℓ,Rℓ]

W [h
(1)
ℓ ,Rℓ]

∣∣∣∣∣
r=a

(2.27b)

と表すことができる。このようにして単一セルの散乱行列 tℓを求めることができれば、こ

の tℓを散乱経路演算子の式 (2.18) に代入し、求められた τ から式 (2.19) を用いて容易に

X線吸収強度が計算できる。

2.4 フルポテンシャル

この節では対称性の低い構造や隙間の多い構造に対しても正確に計算できるフルポテン

シャルについて議論していく。フルポテンシャルになると散乱行列 tℓが角運動量対角でな

くなるため式は複雑になる。

セル分割とポテンシャル形状

マフィンティンポテンシャルではセルを球形に分割したが、フルポテンシャルでは空間

を多面体に分割し、また空いたスペースに、中に原子核を持たない空のセルを挿入するこ

とで、空間を埋め尽くす。さらにセル内のポテンシャル形状について近似を行わない。フ

ルポテンシャルの模式図を図 2.4に示す。

フルポテンシャル t-matrixの導出

この節では球対称ではない一般的なポテンシャルに対しての t-matrixを導出する。この

導出方法は [2]を参考にした。

2.2節と同様にリップマンシュウィンガー方程式 (2.6) を満たす散乱波ψ(k, r)を考える。

リップマンシュウィンガー方程式は境界条件によって様々な解が考えられるが、2.3節と

同じく自由電子波 χが原点で特異的な解を持たないとする。すると同様に原点付近の自由
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マフィンティン
ポテンシャル

フルポテンシャル

ポテンシャルの等高線セルの境界

空のセル

図 2.4: マフィンティンポテンシャル (左) とフルポテンシャル (右) の模式図。マフィンティン近
似は球形セルに分割し、ポテンシャルを球対称に近似する。フルポテンシャルは中に原子核を持た
ない空のセルを挿入し空間を多面体に分割することで空間を埋め尽くす。またポテンシャル形状に
対して近似を用いない。

波の解は JL = jl(kr)YL(r̂)となることが期待される。これより散乱波は次のように角運

動量で展開できると予想される。

ψ(k, r) =
∑
L

aLψL(k, r) (2.28)

また、定在波境界条件を満たす、自由電子グリーン関数が次のように展開される事実を用

いる。

G0(E, r − r′) =
cos(k|r − r′|)
4π|r − r′|

= k
∑
L

JL(r<)NL(r>) (2.29)

ここで、k =
√
Eであり、J(r<)は rと r′のうち絶対値の小さい方に対応する J(r)もしく

は J(r′)を選ぶことを意味する。したがって次の部分波リップマンシュウィンガー方程式

ψL(r) = χL(r) +

∫
d3r′G0(E, r − r′)V (r)ψL(r

′) (2.30)

は以下のように展開できる。

ψL(r) =
∑
L′

C̄LL′JL′(r) + k
∑
L′

JL′(r)

∫
r′>r

d3r′NL′(r′)V (r′)ψL(r
′)

+ k
∑
L′

NL′(r)

∫
r′<r

d3r′JL′(r′)V (r′)ψL(r
′)

(2.31)
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これを JLとNLについてまとめると

ψL(r) =
∑
L′

[cLL′(r)JL′(r)− sLL′(r)NL′(r)] (2.32)

となる。ここで

cLL′(r) = C̄LL′ + k

∫
r′>r

d3r′NL′(r′)V (r′)ψL(r
′) (2.33)

sLL′(r) = −k
∫
r′<r

d3r′JL′(r′)V (r′)ψL(r
′) (2.34)

である。よってマフィンティン近似のときと同様、ポテンシャル V (r)に依存する係数を

用いた球面ベッセル関数らの線型結合で解を表すことができた。r → 0で ψL(r) → JL(r)

となる境界条件を思い出すと、C̄LL′(r)は

C̄LL′ = δLL′ − k

∫
d3r′NL′(r′)V (r′)ψL(r

′) (2.35)

と表されるので、それを用いて cLL′(r)を

cLL′(r) = δLL′ − k

∫
r′<r

d3r′NL′(r′)V (r′)ψL(r
′) (2.36)

のように変形することができる。式 (2.32) の係数に (2.34)、(2.36) を代入したものが一般

的なポテンシャルに対する散乱波の部分波の解である。

多重散乱への拡張のため、マフィンティン近似のときと同様、球面ベッセル方程式の他

の解を用いて波動関数を表すことを考える。まず初めに、C ≡ cLL′(r)が逆行列を持つと

すると |ψ⟩ = C |J⟩ − S |N⟩は次のように書き換えられる。

C−1 |ψ⟩ = |J⟩ − C−1S |N⟩ (2.37)

この式は 2.3節の式 (2.24a) に対応する。またハンケル関数

H±
ℓ = Jℓ ± iNℓ (2.38)

を用いて書き換えると

|ψ⟩ = [C − iS] |J⟩+ iS |H⟩ (with h ≡ h+) (2.39)

となり [C − iS]−1を左から両辺にかけると

[C − iS]−1 |ψ⟩ = |J⟩+ i [C − iS]−1 S |H⟩ (2.40)

となる。この式と、マフィンティン近似での式 (2.24b)、(2.25) を比較することで、フル

ポテンシャル t-matrixは

t =
1

k
[C − iS]−1 S (2.41)

と表すことができる。ここで導出された t-matrixは多重散乱におけるセル t-matrixに対

応し、τ -matrixの計算に利用される。
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セル t-matrixの計算

実際のポテンシャルにおいて値の収束性を考えた場合、式 (2.41) に現れる C や Sを計

算することは容易ではない。よって現実的には数値計算を用いて直接フルポテンシャル

t-matrixを計算している。フルポテンシャル t-matrixの数値的な計算方法は様々な方法が

存在するが、本研究で使用する計算コード FPMS (Full Potential Multiple Scattering) で

は拡張されたヌメロフ法を用いている。ここではその詳細については記述しないため詳し

く知りたい方は [4]を参照されたい。他の計算方法として本研究で新しく開発したR-matrix

法を用いた計算方法があるが、それについては第 4章で詳しく説明する。フルポテンシャ

ルの場合もマフィンティン近似のときと同様、セル t-matrixが求められれば簡単に多重散

乱に拡張できる。

2.5 マルチチャネル理論

前節までの議論はある 1つの電子がポテンシャルに散乱される様子を表したものであっ

た。X線吸収のための終状態の計算における光電子の原子による散乱においても、通常で

は平均場されたポテンシャルによる散乱として扱うため、前節の内容をそのまま適用でき

る。しかし、光電子と内殻の電子とのクーロン相互作用を直接扱うと、原子による非弾性

散乱が起こる可能性がある。それにより原子の構成 (以下ではこれをチャネルと呼ぶ)が変

化する場合が考えられる。よって前節までの 1電子のみの波動関数ではなく、原子内の電

子も含めたN 電子の波動関数を考える必要がある。この節ではこの効果を取り入れたマ

ルチチャネル理論について議論していく。この節の理論は [5]を参考にした。

マルチチャネル t-matrixの導出

マルチチャネル散乱理論において、N 電子終状態は (N − 1)電子の固有エネルギー状態

ΦN−1
α と光電子である連続状態 ϕαの直積の組によって展開される。

|ΨN ⟩ = A
∑
α

|ΦN−1
α ⟩ |ϕα⟩ (2.42)

ここでAは反対称演算子、αはそれぞれのチャネルを表し、|ϕα⟩はそれぞれ別のエネルギー

ϵα = E − EN−1
α (2.43)

を持つ。つまり光電子はチャネルにより違うエネルギーを持つことになる。

光電子に時間反転 LEED (low-energy-electron-diffraction) の境界条件を課すと、全波

動関数 |ΨN ⟩は自由波 Ψ0と散乱波 ΨSC を用いて

ΨN = Ψ0 + ΨSC (2.44)
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と表される。波動関数を角運動量で展開し、それぞれの部分波を考えると、自由波は

JβLs(rσ) ≡ jℓ(kβr)YL(x̂)χs(σ) (2.45)

のように表される。ここで jℓは球面ベッセル関数、YLは球面調和関数、χsはスピン関数

である。また L、kはそれぞれ L ≡ (ℓ,m)、k2 ≡ ϵαで定義される。これらよりN 電子波

動関数は、

|ΨβLs⟩ = |Φβ⟩ |JβLs⟩+
∑
α

|Φα⟩ |ϕ−α,βLs⟩ (2.46)

と表される。ここで反対称演算子Aは簡単のため省略している。この式より、この後求め
るべきは散乱波 |ϕ−α,βLs⟩である。ここの”-”は LEED境界条件における時間反転、つまり

|ϕ−⟩が入射波動関数であることを表す。式 (2.24b) との類推から、散乱波動関数は球面ハ

ンケル関数と、t-matrixを用いて

|ϕ−α,βLs⟩ =
∑
L′s′

|H−
αL′s′⟩ ikαtαL′s′,βLs (2.47)

であると推測できる。ここで |H−
αL′s′⟩は自由波と同様に

H−
αL′s′(rσ) ≡ h−ℓ (kαr)YL(x̂)χs(σ) (2.48)

で定義されている。(2.47) を (2.46) に代入すると波動関数は最終的に

|ΨβLs⟩ = |Φβ⟩ |JβLs⟩+
∑
αL′s′

|Φα⟩ |H−
αL′s′⟩ ikαtαL′s′,βLs (2.49)

と表される。

次節での利用のため、光電子の波動関数から角度とスピンの関数を分離し下の式のよう

に Φαに結合させると

ΦαLs ≡ ΦαYL(x̂)χs(σ) (2.50)

式 (2.49) は

|ΨβLs⟩ =
∑
αL′s′

|ΦαL′s′⟩
1

r
PαL′s′,βLs(r) (2.51)

と変形できる。ここで

PΓ ′Γ ≡ PαL′s′,βLs(r) = rjℓ′(kαr)δαL′s′,βLs + ikαrh
−
ℓ′ (kαr)tαL′s′,βLs (2.52)

である。また、Γ を Γ ≡ αLsと定義している。
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R-matrix法

2.3節の1電子散乱における t-matrixは角運動量 ℓで対角化されていたため、式 (2.27b)よ

り求めることができたが、マルチチャネル t-matrixは α,L, sに依存するため、単純に計

算できない。そこで動径関数の対数微分の一般化であるR-matrixを用いる。R-matrixは

式 (2.52) で導入した PΓ ′Γ を用いて次のように定義される。∑
Γ ′′

RΓΓ ′′
d

dr
PΓ ′′Γ

∣∣∣∣∣
r=r0

= PΓΓ ′(r0) (2.53)

式 (2.52) と (2.53) より、R-matrixと t-matrixは関連づけられる。ここで覚えていてほし

いのは t-matrixが境界条件と外側のエネルギーに依存するのに対し、R-matrixは完全に原

子球内の知識から求められる点である。R-matrixは境界条件に依存しないながらも、散乱

の状態を決めるのに完全な情報を含んでいる。もしチャネル対角でスピンに依存せず、球

対称なポテンシャルの場合、R-matrixは Γ で対角化され通常の対数微分に戻り、t-matrix

は (2.27b) と同じになる。

変分R-matrix法

R-matirxを求める方法はいくつかあるが、ここでは変分法、または固有チャネル法と

呼ばれる方法を用いる。この方法では、試行関数をいくつかの適当な基底関数の線型結合

で表す。その基底関数で行列要素を計算し、線形代数を用いて固有値問題を解くことに帰

着させる。変分R-matrix方程式は(
E −HN − L

)
|Ψk⟩ = Q |Ψk⟩ bk (2.54)

で表される。この解は固有値 (の逆数) bk と固有関数 Ψk である。ここで E は全エネル

ギー、Lは

L ≡
N∑
i=1

δ(ri − r0)
1

ri

∂

∂ri
ri (2.55)

で定義されるブロッホ演算子と呼ばれる演算子、Qは

Q ≡
N∑
i=1

δ(ri − r0) (2.56)

で定義される原子球表面への射影演算子である。HN はN 電子ハミルトニアンであり、電

子励起によりイオン化された原子のハミルトニアンHN−1、光電子のハミルトニアン h、

内殻と光電子の相互作用 Vintを用いて

HN = HN−1 + h+ Vint (2.57)

16



で表される。hには光電子の運動エネルギーと原子から受ける球対称平均場ポテンシャル

Vs(r)が含まれている。ここで Vintは rに位置する光電子と他のN − 1個の電子との相互

作用

Vint =
N−1∑
i=1

1

|ri − r|
(2.58)

である。

式 (2.54) の解を求めるため、Ψkを基底関数で展開すると、

|Ψk⟩ =
∑
Γν

|ΨΓν⟩ cΓν,k (2.59)

となる。ここで |ΨΓν⟩は

|ΨΓν⟩ ≡ A
{
|ΦΓ ⟩

1

r
Pℓν(r)

}
(2.60)

で定義されている。ここで Pℓν(r)は光電子の基底動径波動関数であり、|ΦΓ ⟩にはそれ以外
のN − 1電子の基底波動関数が全て含まれている。基底動径関数 Pℓν は、次の動径シュレ

ディンガー方程式 (
− d2

dr2
+ Vs(r) +

ℓ(ℓ+ 1)

r2

)
Pℓν(r) = εℓνPℓν(r) (2.61)

をといて求められる。ここで ν は基底動径関数の数であり、境界条件の数 ×それぞれの
エネルギー固有値の数で表される。このときの境界条件の選び方には任意性があるが、散

乱球表面の r = r0で全ての動径関数が同じ対数微分を持っていてはならないという決ま

りがある。実際には表面で対数微分が 0になる “open function”と対数微分が ±∞にな
る “close function”を使用する。これらの、対数微分の大きく異なる動径関数の線型結合

により表した試行関数を用いることで、球表面での正しい対数微分を得ることができる。

これらの基底関数を用いて行列要素を計算し、固有値問題を解く。ただし、L-matrixと

Q-matrixの特異性により、通常の固有値問題ではなく一般化固有値問題として解く必要

がある。固有値問題を解いた結果から、固有値 bk と固有関数 Ψk を用いて次式のように

R-matrixを計算できる。

RΓΓ ′ = −
∑
k

WΓk
1

bk
W−1

kΓ ′ with WΓk = ⟨ΦΓ |Ψk⟩|r=r0
(2.62)

式 (2.53) の関係から、R-matrixを求めることができれば容易にマルチチャネル t-matrix

を計算できる。マルチチャネル t-matrixが求められれば前節までと同様にして多重散乱に

拡張できる。
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第3章 五酸化バナジウム (V2O5) のX線吸収

スペクトル

この章では従来の多重散乱理論を拡張した、マルチチャネル多重散乱理論とフルポテ

ンシャル多重散乱理論を用いて、今までの理論では再現されていなかった五酸化バナジウ

ム (V2O5) のX線吸収スペクトルを再現することで、マルチチャネル多重散乱理論とフル

ポテンシャル多重散乱理論の有用性を示すことを目標とする。それに加え、偏光依存や酸

素欠陥構造のスペクトルから今まで明らかにされていないV2O5の電子状態を明らかにす

ることも目指す。この章の結果は本研究者を筆頭著者として論文として報告済みであるの

でそちらも参照されたい [6]。

3.1 研究意義

V2O5 は不均一触媒として重要な物質であり、酸化窒素の還元などに用いられている [7]。

V2O5は酸化数が +5とバナジウム酸化物の中で最も価数の高い物質であり、最安定な物

質でもある。五酸化バナジウムはその 5つの配位子を持つ構造と、単結合と 2重結合の酸

素を両方持つことから遷移金属酸化物の中でも特殊な物質である。また、酸素欠陥による

V 4+と V 5+の混在が触媒作用に重要な働きをすると考えられており [8]、その電子状態に

ついて古くから盛んに研究されている。X線吸収分光法は複雑な環境下での酸素配位数の

特定や、結晶構造、電子状態を調べるのに非常に強力な手法であり、五酸化バナジウムに

ついても様々な研究が行われてきた [9–15]。それに伴い重要な吸収端についての理論的な

研究もいくつか報告されている [16–22]。しかし、バナジウムのK、Lエッジに対する十

分な、構造及び電子状態に対する解析ができるような理論研究は不足している。これらの

スペクトルを再現することは、五酸化バナジウムのその対称性の低い構造や、強い起動混

成をする酸素の存在、Lエッジに関してだけ言えば強い終状態マルチプレット相互作用に

より、非常に難しい。そこでこれらのスペクトルを新しい手法を用いて再現することは意

義のあることだと言える。
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3.2 結晶構造

V2O5の結晶構造は単純斜方晶であり空間群は Pmmnに属している。格子定数はそれ

ぞれ a = 11.512 Å、b = 3.564 Å、c = 4.368 Åであり、単位セル内には 2つ分の式単

位を含んでいる。その結晶構造を図 3.1に示す。V2O5内には 1種類のバナジウム、それ

ぞれ vanadyl (Ov)、chain (Oc)、bridge (Ob)と呼ばれる 3種類の酸素が存在している。

安定的なバナジウム酸化物は基本的にバナジウムに対して正八面体錯体の構造をしてい

る。しかしV2O5は非常に大きな歪みが生じており、とくに z軸方向の酸素は一方が 1.58Å

と非常に小さな距離で 2重結合している (V = Ov) のに対し、反対側は大きく距離が離

れ (2.79Å) ファンデルワールス力のみでしか結合していない (V −Ov′)。これにより、1

つのバナジウムが 6つの酸素と結合していた正八面体構造が崩れ、1つのバナジウムに対

して 5つの酸素が結合するピラミッド構造となっている。また、(V −Ov′) の弱いファン

デルワールス結合によってV2O5は層状の物質となっている。

z

x

x

y

Oc2

Ov

Ov

Ov’

Ob

Oc1

Ob

Oc1

Oc1

Oc2

V

V

図 3.1: V2O5 の結晶構造。(上) 横から見た図。(下) 上から見た図。バナジウムは大きな水色球、
酸素は小さな赤色球で示してある。vanadyl酸素 (Ov)、bridge酸素 (Ob) 、chain酸素 (Oc) は
それぞれ順に明るい赤、赤、暗い赤で塗り分けてある。“V”のラベルは吸収サイトを表している。
酸素欠陥を考えた場合、吸収サイトバナジウムから見て Oc1 と Oc2 は等価でなくなる。
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3.3 電子状態

3.3.1 計算方法

V2O5の電子状態を調べるため、密度汎関数法 (DFT) による計算を行った。DFT計算

には様々なソフトがあるが、本研究ではL2,3エッジの計算を行なうマルチチャネル多重散

乱 (MCMS) がマフィンティン近似のポテンシャルを必要とすることから、Linear Muffin-

tin Orbital法 (LMTO) [23]を用いた。また交換相関汎関数は局所密度近似 (LDA) を使用

した。LMTOはその計算の性質上、空間をすべての球で埋め尽くす必要があるため、大き

く隙間が空いている場合、その隙間にEmpty sphere (ES) と呼ばれる中に原子核を持たな

い空の球を挿入する必要がある。ESの挿入の仕方は原理的には任意であるが、実際の計算

においては球のオーバーラップができるだけ少なくなるように挿入することが望ましい。

そこで本研究では LMTOに標準に装備されているESを挿入するプログラム lmes.runを

用いた。このプログラムでは系の対称性を崩さないように、できるだけ球のオーバーラッ

プが少なくなるよう ESが挿入される。その結果V2O5の単位セルあたり 34個の ESが挿

入された。ESが挿入された状態の V2O5 の構造を図 3.2に示す。ここで小さな緑の球が

ESである。この図では ESの大きさはすべて同じであるが、実際は 7種類の ESが存在し

それぞれ半径が違う。この構造を用いて、Self-Consistent Field (SCF) 計算を行いポテン

シャルを決定し、バンド構造及び状態密度を算出した。

次に、X線によりある 1つのバナジウムの 2p軌道の電子が励起され 2p軌道にホールが

できたときの電子状態を計算した。X線により内殻電子が励起される割合は非常に低いた

め、1× 2× 2 (56原子) のスーパーセルを作成し、その中の 1つのバナジウムを励起状態

とした。ここで x軸方向はもともとの単位セルの長さが長いため増やさなかった。1つの

バナジウムの 2p軌道に 1つのホール、価電子帯に 1つの電子を増やした状態で電子状態

の最適化を行った。電子状態を最適化した後、励起状態のバナジウムについて状態密度を

計算した。
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図 3.2: LMTOでの計算に用いた、Empty sphere (ES) を挿入したときのV2O5の構造。バナジウ
ムと酸素は図 3.1と同様。ESは緑色の小さい球で表されている。ESは 7種類存在しておりそれぞ
れ半径が違う。

3.3.2 結果と考察

LMTOで計算されたバンド構造を図 3.3に示す。このバンド図は同じ LDAを用いて計

算された他の計算結果とよく一致していた [13]。また、LDAでは常に現れるバンドギャッ

プの狭まりを除けば、準粒子計算により計算されたバンド構造と非常に近い結果を示して

いた [15]。よって LMTOを用いて計算したポテンシャルは正しいポテンシャルであると

考えることができる。

図 3.4に LMTOを用いて計算したフェルミレベルより上のバナジウム 3d軌道の部分状

態密度 (DOS) を示す。ここでエネルギーは伝導帯の下端を 0 eVにそろえてある。この図

を見ると、5つの 3d軌道のDOSはすべて別の形状となっている。これはすべての軌道で

縮退が解けていることを表している。他のバナジウム酸化物のように正八面体構造の対称

性をもつ物質は、3d軌道が t2g軌道と eg軌道の 2つの軌道にのみ分裂しているが、V2O5

はその対称性の低さからこれらの縮退が解けている。それぞれの軌道別に見ていくと、伝

導帯の下端から 1 eV付近のバンドはほとんど dxy軌道の状態が占めている。一方、1から
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3 eV付近のバンドを見ると、yz軌道と zx軌道が混成して存在している。これら 3つの

軌道は正八面体構造での t2g 軌道に対応し、酸素の 2p軌道との π結合の反結合性軌道で

ある。V2O5特有の z軸方向の酸素の距離の変化により、yz軌道、zx軌道の結合が xy軌

道の結合より強くなっており、反結合性軌道のエネルギーが高くなっている。それにより

xy軌道との縮退が完全に解けた形になっている。yz軌道と zx軌道はほとんど縮退が解け

ていないが、xy平面内も完全に対称性が保たれているわけではないので軌道は微妙に違

う形をしている。そしてそれよりエネルギーの高い領域 (3-6 eV) は x2 − y2と 3z2 − r2

軌道がほとんどを占めている。これらの 2つの軌道は酸素の 2p軌道との σ結合の反結合

性軌道である eg軌道に対応する。その中でも特に 3z2 − r2軌道は、z方向の酸素との強い

結合により高いエネルギーとなっている。図 3.4(a) に内殻にホールを作ったコアホールポ

テンシャルでのDOSを示す。それぞれの軌道との位置関係は基底状態のDOSと大きく変

わってはいないが、ピーク中央に位置する yz, zx軌道のエネルギーが低エネルギー側にシ

フトしている。また、t2g軌道に対応する (xy, yz, zx)軌道は基底状態に比べ鋭いピークと

なっている。特に xy軌道のDOSは基底状態で見られたダブルピーク構造から一つの非常

に鋭いピークに変化し、他の 3d軌道DOSとは分離した位置に存在している。これはコア

ホールの影響で xy軌道がコアホールバナジウムに局在化していることが原因だと考えら

れる。また、2p軌道から xy軌道に電子が励起した結果、強いピークとなったと考えるこ

ともできる。
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図 3.3: 局所密度近似を用いた LMTO法によって計算された、ブリルアンゾーン内の高い対称性
を持つ方向に沿った V2O5 の価電子バンド図。“G”は Γ点を表す。
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図 3.4: V2O5 のバナジウム 3d軌道の部分状態密度。(a) 基底状態ポテンシャル。(b) コアホール
ポテンシャル。描画の都合上 dxy 軌道を 1/3倍してある。

3.4 L2,3エッジスペクトル

3.4.1 L2エッジ L3エッジピーク強度比

X線吸収分光法において、Lエッジの可能な終状態は 2p軌道に 1つのホールができ、伝

導帯に 1つの電子が追加された状態である。始状態のように電子が埋まっている場合 2p軌

道はすべて縮退しているが、終状態のように 1つのホールが存在する場合、スピン軌道相

互作用により縮退が解ける。2p軌道の軌道角運動量は ℓ = 1、スピン角運動量は s = 1/2

であるので、これらの合成により可能な固有状態は全角運動量が L = 1± 1/2となる 2つ

の状態である。L = 1/2の状態を 2p1/2、L = 3/2の状態を 2p3/2 と呼び、それらの状態

からの電子の励起に対応する吸収端をそれぞれ L2エッジ、L3エッジと呼ぶ。2p1/2には

mL = 1/2,−1/2の 2つの状態があり、2p3/2にはmL = 3/2, 1/2,−1/2,−3/2の 4つの状

態がある。よってL2エッジとL3エッジを独立に計算する場合、統計的に考えるとL2エッ

ジと L3エッジのピーク強度比はその状態数の比と同じ 1 : 2となると想像できる。しかし

実験的に観測される値は 1 : 0.8から 1 : 3まで変化する。このピーク強度比の変化の理由

は励起された光電子とコアホールとの相互作用により 2p1/2と 2p3/2の状態が構成混合を
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引き起こすことにある。よって、この効果を考慮したマルチチャネル理論を用いて吸収ス

ペクトルを計算する必要がある。

3.4.2 計算方法

上で述べた 2p1/2と 2p3/2の構成混合を考慮に入れるため、L2,3エッジスペクトルの計算

には 2.5節で導入したマルチチャネル多重散乱理論 (MCMS) を用いた [3, 24, 25]。MCMS

コードは指導教員のピータークリューガー教授が開発したコードで、主にC言語で書かれ

ているが、一部の計算のために Fortran77ルーティーンも呼び出している。また、計算の

高速化のため線形代数計算ライブラリ LAPACK/BLASも呼び出して使用している。

MCMSでの計算には計算の種々のパラメータを設定するファイルmcms.in、構造ファ

イル instr.dat、そしてそれぞれの原子のポテンシャルファイルが必要である。ポテンシャ

ルファイルには LMTOから計算されたポテンシャルを使う必要がある。これはMCMSで

は球対称なポテンシャルに対してのみ計算ができるためである。また、吸収サイトのポテ

ンシャルとしてコアホールポテンシャルが必要であるため、3.3節で述べたようなスーパー

セル計算によって求められた吸収サイトポテンシャルも必要である。吸収サイト以外のポ

テンシャルは基底状態での計算と吸収サイトにコアホールがある状態での計算で大きな違

いはないため、どちらのポテンシャルを使用しても良いが本研究では基底状態で計算され

たポテンシャルを用いた。

MCMSでは多重散乱の計算を実空間で行なうため、構造は周期境界条件の無い有限個

の原子を用いる必要がある。X線吸収での計算では普通、吸収サイトを中心とした球体の

クラスター構造を用いる。図 3.5は本研究で用いたクラスターである。吸収サイトバナジ

ウムを中心として半径 8 Åの球体であり、中に ESも含めて 579個のセルを含んでいる。

クラスターのサイズが小さい場合、X線吸収スペクトルには微細なピーク構造が現れにく

くなる。本研究では前準備として半径の違う球を用いて計算を行い、半径 8 Å程度で十分

にスペクトルの形状が収束していることを確認した。よって本研究での計算には以後この

クラスターを用いる。

パラメータの入力ファイルmcms.inには使用するコアホールポテンシャルのファイル

名、計算するエネルギーの範囲とその細かさ、フェルミエネルギー、マフィンティンゼロ

エネルギーなどを書く必要がある。その中でも注意が必要なのが αパラメータと呼ばれる

アンスクリーニングパラメータである。αパラメータは吸収サイトのポテンシャルを決め

るのに使用される。多重散乱理論において普通、光電子が受けるポテンシャルは基底状態

ポテンシャルで十分なことも多いが、コアホールポテンシャルを使用する場合もある。コ

アホールポテンシャルは内殻にホールが 1つできた状態であるが、周りの電子がこの電荷

を打ち消すような働きをする。この効果をスクリーニングという。LMTOで計算するコ
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図 3.5: MCMSの計算に用いたV2O5のクラスター。中心にある吸収サイトバナジウムは黄色で塗
り分けてある。クラスターの球の半径は 8 Åで、中には ESも含め 579個のセルが存在している。

アホールポテンシャルにはこの効果が取り込まれており、基底状態のポテンシャルにホー

ル電荷をそのままおいた状態よりホール電荷は小さくなっている。このポテンシャルを使

用する方法は最終状態規則と呼ばれ、特に酸化物などの計算において基底状態ポテンシャ

ルより良い結果をもたらすことが多い。MCMSではコアホールポテンシャルと基底状態

にホール電荷をそのまま入れたポテンシャルの線型結合を吸収サイトのポテンシャルとし

ている。その線型結合の割合を決めるのが αパラメータである。ここでホール電荷をその

まま入れたポテンシャルとは、ホール電荷の電荷密度 n(r)から次のポアソン方程式

∇2VH [n](r) = −4πn(r) (3.1)

を解いて求められる、ハートリーポテンシャルである。このポテンシャル VH とコアホー

ルポテンシャル Vc、基底状態ポテンシャル Vgsを用いて吸収サイトポテンシャル V は

V = α(Vgs + VH) + (1− α)Vc (3.2)

で表される。すなわち α = 0だと最終状態規則で用いるスクリーニングされたポテンシャ

ルであり、αが大きくなるとスクリーニングされていないポテンシャルの割合が増えてい

く。この割合は経験的に決められるものであるが、これまでの金属酸化物についての先行

研究 [24–26]ではいずれも α = 0.1で実験と一致する結果が得られている。

また、金属の d軌道動径関数の計算にはポテンシャルを 2 eVシフトさせたポテンシャ

ルを用いた。これは LDAに由来するバンドギャップのズレを修正するためである。これ
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は先行研究 [25]で導入された方法で、金属酸化物に対しては良い結果を示している。この

効果は直接コードに書き込む必要がある。

MCMSでのスペクトルの計算の後、得られたスペクトルをブロードニングした。実験

のスペクトルは測定誤差や、光電子のライフタイムの影響がある。MCMSでの計算には

それらの効果が含まれていない。これらの効果を取り入れるため、測定誤差に対応するガ

ウス関数と光電子のライフタイムに対応するローレンツ関数の直積関数によってスペクト

ルをブロードニングした。ガウス関数には 0.1 eVの半値全幅を使用した。ローレンツ関数

は半値全幅を L3エッジのピークの立ち上がりでの 0.05 eVから、L2エッジの終わりでの

0.55 eVまで線形的に変化させた。このエネルギー依存は L3エッジと L2エッジに対応す

る光電子のライフタイムの違いを反映させている。L2エッジはコスター・クロニッヒ遷移

[27]によって、L3エッジの電子が L2エッジのホールに落ちてくることで光電子のライフ

タイムが短くなる。それによって L3エッジに比べ大きなエネルギーブロードニングが必

要になる。最後に、全てのスペクトルは立ち上がりのエネルギーを実験と合わせてある。

3.4.3 結果と考察

図 3.6にマルチチャネル理論 (MC) を用いて計算した V2O5の V -L2,3エッジスペクト

ルを示す。また、比較のため独立粒子近似 (IPA) で計算したスペクトルと実験結果も載せ

てある。この図を見ると、MCスペクトルにおいてのL3エッジとL2エッジのピーク強度

比はおおよそ 1.3 : 1となっており、これは IPAにみられるような統計的に考えたときの

ピーク強度比 (2 : 1) と比較して、実験結果 (おおよそ 1.1 : 1) に近い値となっている。こ

れは光電子と内殻のホールとのクーロン相互作用によりL3エッジとL2エッジの間で構成

混合が起こり、状態の遷移が起こったことでピーク強度が変化したためだと考えられる。

細かなピーク構造に注目しても、IPAはスクリーンモデルにかかわらず実験結果と大きく

離れたピーク構造をしている。それに対してMCは実験結果に現れる細かなピーク構造

をよく再現していることが確認できた。しかし、“e”のラベルで表されるピークの強度に

ついては、ピークの位置は再現できているものの、実験で現れるピーク強度よりも強く現

れてしまっていた。また、“c-d”のピークの分裂についても再現することはできなかった。

図 3.7を見ると実験の c-d分裂は面内方向の偏光の際に大きくなっている。これとそれぞ

れの軌道別スペクトルのエネルギー位置 (図 3.8参照) から考えると、c-d分裂は x2 − y2

軌道への遷移に対応するピークではないかと考えられる。この分裂は IPAとMCどちら

も再現できていないため、MCでのみ取り入れる多体効果の影響ではなく、1電子ポテン

シャルの影響ではないかと考えられる。この計算では LMTOを用いたマフィンティン近

似をしている、つまり球対称なポテンシャルを用いているため、V2O5の対称性の低さか

ら来るポテンシャルの異方性が完全に再現できていない可能性が示唆される。
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図 3.6: マルチチャネル理論 (MC) と独立粒子近似 (IPA) を用いてそれぞれ計算した V2O5 の
V -L2,3 エッジ X線吸収スペクトル。0.1や 0はそれぞれアンスクリーニングパラメータ αを表し
ている (3.4.2項参照)。実験のスペクトル (EXP) は [19]から引用した。点線はピークの位置を比
べやすいように引いてある。

図 3.7に偏光ベクトルと c軸の間の角度を θとしたときの θ依存バナジウムL3エッジス

ペクトルを示す。実験データは方位角 ϕを ϕ = 0◦ (a軸方向)で固定した状態で測定され

ている。計算された ϕ = 0◦と ϕ = 90◦のスペクトルを比べると、ϕ依存性は弱いことがわ

かる。これは図 3.1を見るとわかるように、バナジウム周りの x-y平面上の 4つの酸素が

おおよそ 4回回転対称性を保った位置に配位していることを反映している。実験スペクト

ルに現れる顕著な θ依存性は計算によってよく再現できていた。θの変化による最も大き

なスペクトル変化は “a”とラベリングされたピークの変化である、このピークは θ = 90◦

で最大の強度をとり、θが小さくなるごとにピーク強度が下がっていき θ = 0◦でほとんど

消えてしまう。図 3.4を思い出すと、伝導帯の下端は 3dxy軌道の状態が占めており、これ

が “a”ピークに対応することが考えられる。また、電気双極子遷移を考えると、2p軌道か

ら 3dxy軌道への遷移は sin2 θの θ依存性を示すことが知られており、これにより “a”ピー

クの θ依存性が説明できる。しかし、この議論に使用している理論は 1電子での考え方に

基づいている。よって遷移金属酸化物のLエッジで現れる多体効果による多重項効果は反

映されておらず、この解釈が正しいかには未だ疑問が残っている [28]。これらの効果を考

慮するため、図 3.8に電子-ホール相互作用を取り入れた状態で計算したスペクトルを終状

態V-d軌道に投影したものを示す。この図からも “a”ピークに対応するスペクトルは 3dxy

への遷移スペクトルが殆どを占めていることがわかる。よって、電子-ホール相互作用を取
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り入れたスペクトルにおいても 1電子での描像と同様な、“a”ピークが 3dxy軌道に対応す

るという解釈を示すことができた。ここで 1つ注意してほしいのは図 3.8において 5個の

d軌道投影部分スペクトルを足し合わせても、点線で示される全スペクトルにはならない

ということである。これは電子-ホール相互作用により引き起こされる別のチャネルへの

強い遷移が起こっているためである。
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図 3.7: 偏光ベクトルと c軸の角度を θとしたときのV2O5の V -L3エッジ θ依存直線偏光スペクト
ル。左図：方位角 ϕ = 0◦ (a軸方向)のときの実験スペクトル [29]。右図：マルチチャネル理論で計
算したスペクトル (青線：方位角 ϕ = 0◦、赤線：方位角 ϕ = 90◦)。点線は目安として示している。
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図 3.8: それぞれの終状態 V-d軌道に投影した V2O5のバナジウム Lエッジスペクトル。ここに示
される 5個のスペクトルを足し合わせても点線で示される全スペクトルにはならないことに注意し
てほしい。これはここには示していない電子とホールの相互作用による別チャネルへの強い遷移が
存在するためである [28]。

3.5 Kエッジスペクトル

3.5.1 計算方法

K エッジは L2,3エッジと違い、1つの軌道 (1s) しか存在しないため、多体効果を取り

入れる必要はない。その代わり Lエッジと比べ結晶構造の影響を強く受ける。そこで本

研究では 2.4節で導入した、構造の異方性を正確に取り込んで計算できるフルポテンシャ

ル多重散乱理論 (FPMS) を用いた [30, 31]。FPMSは富山大学畑田先生が開発したコー

ドで全て Fortran90を用いて書かれている。また、MCMSと同様、計算の高速化のため

LAPACK/BLASを用いている。FPMSではその他にセル形状を描画するためのライブラ

リOpenGL Utility Toolkit (GLUT) を使用している。

FPMSの計算に必要なファイルは data.msのみである。このファイルに構造の情報か

ら、ポテンシャルの種類、様々なパラメータまで全て含まれている。FPMSで使用するポ

テンシャルは FPMS内で計算する場合と、外部のDFT計算によって得られたポテンシャ

ルを利用する場合がある。本研究では FPMS内でポテンシャルを計算する方法を使用し

た。この方法では自由原子の電荷密度の重ね合わせからポテンシャルを作成する。また、

光学ポテンシャルにはHedin-Lunquvistの実部を用いた。

FPMSでもMCMSと同じく多重散乱の計算を実空間で行うため、周期境界条件の無い、

有限個の原子を用いたクラスターを作成する。本研究では吸収サイトバナジウムを中心と
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して半径 6 Åの球体を用いた。このクラスターには 20個のバナジウム、48個の酸素、そ

して 164個の Empty Cell (EC) が含まれている。Lエッジのときと同様、クラスターの

半径はスペクトルの収束性を調べて決定した。Lエッジのときより半径が小さいのは、K

エッジの計算は広範囲のエネルギーを測定することと、コアホールのライフタイムの短さ

から、細かなピーク構造を必要としないからである。FPMSではマフィンティン近似で

の計算とフルポテンシャルでの計算ができるが、マフィンティン近似の際は中に原子核が

存在しない ECは挿入されない。このときの原子の半径は、セルの可能な重なりの度合い

を設定すると自動で計算される。一方フルポテンシャルでの計算では ECを挿入し、さら

にそれぞれのセルを多面体に分割する。このときのセルの半径は自分で指定する必要があ

る。本研究では Lエッジの計算で用いた LMTOより計算されるセルの半径を 1.3倍した

半径を用いた。ここで LMTOでの半径より大きくするのは空間を埋め、多面体で分割さ

れるようにするためである。しかし、半径が大きすぎてもセルの形がいびつになってしま

い、計算の収束性が下がる。よって適切な半径を選ぶ必要がある。本研究で用いたマフィ

ンティンでのクラスターとフルポテンシャルでのクラスターを図 3.9に示す。

また、スペクトルはLエッジのときと同様、コアホールのライフタイムと非弾性散乱に

よるスペクトルのロスを考慮するローレンツ関数と、実験誤差に対応するガウス関数を用

いてブロードニングしてある。これらの関数にはエネルギーが高くなるごとに線形で大き

くなる半値全幅を用いている。最後に、立ち上がりのエネルギーは実験のものに合わせて

ある。

図 3.9: FPMSで使用するクラスター図。緑がバナジウム、青が酸素、灰色が empty cell (EC) を
表している。左図：マフィンティン。右図：フルポテンシャル。
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3.5.2 結果と考察

図 3.10(a) に V2O5 のバナジウム K エッジ無偏光スペクトルを示す。フルポテンシャ

ル (FP) 多重散乱理論で計算されたスペクトルとの比較のため、実験データ [32]と標準の

マフィンティン近似 (MT) で計算されたスペクトルも載せてある。実験のスペクトルを見

ると、メインピークの前の 5468 eVあたりに鋭いプレピークが見られる (図 3.10(a) の中

のラベル “a”)。また、メインエッジジャンプの後には “b-e”で示されるような様々なピー

ク構造が現れている。FPとMTどちらの計算においてもこれらのピークは全て見られて

いるが、MTではそれぞれのピーク強度や細かなピーク構造は全く再現できていない。そ

れに対し FPはMTに比べ遥かによく実験結果を再現している。この結果は最密充填では

ない構造に対してのXAS計算においてマフィンティン近似での計算は不十分であり、フル

ポテンシャル多重散乱理論が必要であることを意味している [31]。Šiprらのマフィンティ

ン近似での多重散乱理論を用いた V2O5のK エッジスペクトルについての研究によると

[16]、様々なマフィンティン半径での計算を比べ最も良い半径を選べば、実験結果と良い

一致を示していたことが報告されている。これはマフィンティン近似においても、複雑な

構造の計算に使用できることを示唆しているが、この方法では半径の調節などの様々なパ

ラメータが必要であり、新たな物性への予測力としては非常に大きな制限がかかっている

と言わざるを得ない。
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図 3.10: V2O5 の V-K エッジスペクトル。(a) 無偏光スペクトル。実験データ [32]とそれぞれフ
ルポテンシャル (FP)、マフィンティン近似 (MT) で計算したスペクトルを示してある。(b) 実験
での直線偏光スペクトル [33]。(c) FPMSで計算された直線偏光スペクトル。
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図 3.10(b) はぞれぞれの直交軸に沿った向きの直線偏光を持つスペクトルの実験結果で

ある。それに対応する FPMSで計算されたスペクトルを図 3.10(c) に示す。これらのスペ

クトルを比べると、スペクトルの偏光依存性についても FP計算と実験結果がよく一致し

ていることがわかる。それぞれの方向の偏光スペクトルを比べると、理論、実験ともに x

方向と y方向の偏光スペクトルには大きな違いが無いのに対して、z偏光のスペクトルは

大きな違いが見られていた。最も大きな違いはプレピークであり z偏光では大きなピーク

が出ているのに対し、x, y偏光ではこのピークはほとんど見られない。この違いを説明す

るため、バナジウムK エッジの遷移に対応する、非占有 V -p軌道の状態に注目した。図

3.11に非占有のバナジウム px、py、pz、そして比較のため dz2 軌道のDOSを示す。これ

らのDOSはDFT計算ソフト VASPを用いて計算した [34] (詳細は次の節を参照)。V-K

エッジのプレピークに対応する、2-7 eVのエネルギー範囲に着目すると、pz 軌道のDOS

が px軌道や py軌道のDOSに比べ非常に大きくなっている。そして、その形は dz2とほと

んど同じ形状をしている。これはバナジウムの dz2 軌道が pz軌道と強い混成 (約 25%) を

していることを意味している。このプレピークはV-3dz2 とO-2pzから主に作られる σ∗タ

イプの結合に対応している [35]。よって、V-pz 軌道とV-3dz2 軌道はO-2pz との 2重結合

を介して強く混成していると考えられる。これはバナジウムサイトの周りの z方向反転対

称性が破れることにより (図 3.1参照) 可能となった。もしバナジウム周りの対称性が保

たれており、z方向の結合がO-V-Oのような結合であったとすると、V-p軌道は奇のパリ

ティ対称性を持つ波動関数への寄与のみとなり、一方V-d軌道は偶のパリティへの寄与の

みとなるため、これらの軌道が混ざり合うことはなくなる。
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3.6 酸素欠陥

酸素欠陥はV2O5の支配的な欠陥タイプであり、その存在は化学反応や触媒性能に大き

な影響を与える [8]。酸素欠陥の存在は近くの金属の周りの構造的、電子的な特徴を変化

させる。これにより、バナジウムのコアレベルスペクトルは大きな変化を受ける。この変

化は 1つの原子のみを測定できる電子エネルギー損失分光法を用いて実験的に観測できる

[36, 37]。この章では酸素欠陥したV2O5のV-L2,3エッジ、V-Kエッジスペクトルについ

て議論する。

3.6.1 計算方法

本研究では、吸収サイトバナジウムの最隣接酸素の欠陥のみについて考える。これは吸

収サイトから遠い酸素の欠陥については、そのスペクトルへの影響は無視できるほど小

さいと考えられるからである。酸素の欠陥が起こった際、結晶構造はその欠陥に合わせ、

構造を緩和させる。この効果を取り入れるためDFT計算ソフトVASPを用いて構造最適

化を行った [34]。その際の交換相関汎関数には構造最適化の際の正確性がよく知られてい

る、Perdew-Burke-Emzerhof (PBE) を使用した。実験での酸素欠陥の濃度に揃えるため、

1 × 2 × 2のスーパーセルを作りその中の 1個の酸素を欠陥させた状態で構造最適化を行

う。その計算を行う前に、まずはDFT計算における構造最適化がどの程度信用できるか

を確かめるため、酸素欠陥の無い構造に対し構造最適化を行い、先に報告されているDFT

計算による構造 [38]及び、実験で求められた構造との比較を行った。バナジウムと酸素の

結合距離について比較したところ、実験結果と比べ、V-Ov結合が 0.04 Å長くなっていた

ことを除けば、他全ての結合が実験との誤差 0.02 Å以内に収まっていた。また、これら

の構造に対して、L2,3エッジ、Kエッジともに前章までと同様に計算したスペクトルを比

較したところ大きな変化は見られなかった。これらのことからDFT計算を用いて構造最

適化が正確にできていることが確かめられた。よって、いよいよ酸素を欠陥させた構造に

ついて構造最適化を行う。吸収サイトバナジウムから見て、等価でない再隣接酸素は 4種

類ある (図 3.1参照)。これらの 4つの酸素をそれぞれ欠陥させた構造に対して構造最適化

を行い、その構造とエネルギー安定性を調べた。そして得られた構造から、前章までと同

様、L2,3はマルチチャネル多重散乱理論 (MCMS)、K エッジはフルポテンシャル多重散

乱理論 (FPMS) を用いてスペクトルを計算した。

3.6.2 結果と考察

酸素を欠陥し、構造最適化をした後の吸収サイトバナジウムとその再隣接酸素の構造を

図 3.12に示す。これらの構造に対してそのエネルギー安定性を比較したところ、Ovを欠
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陥したときが再安定になり、Ob、Ocを欠陥したときのエネルギーはそれぞれ、Ovを欠陥

したときより 1.68 eV、1.89 eV高くなった。このOvサイトを欠陥させたときの安定性は

構造緩和した後の構造 (図 3.12、パネルOv) から説明できる。Ovとの 2重結合がなくなっ

たバナジウムはその位置を大幅に下へと移動させ、本来結合していなかった下の層のOv′

と新たに結合を作成していた。この新しい結合により、酸素欠陥状況下でも全てのバナジ

ウムがVO5の結合の形を保っていた。それに対しObやOcを欠陥させた場合は 2つから

3つのバナジウムが酸素との結合を失い、VO4の結合の形となっており、その結果安定性

が失われていたと考えられる。

PC Ob

Oc1 Oc2 Ov

z

xy

Oc1Oc1

Ov

Oc2 Ob

Ov’

図 3.12: V2O5 の吸収サイトバナジウムの再隣接酸素のうち 1つを欠陥させた状態で DFTを用い
て構造最適化した構造。視認性を高くするため、吸収サイトバナジウムとその再隣接酸素のみを表
示している。また、欠陥された酸素は点線の丸で示してある。それぞれのラベルは欠陥された酸素
の名前 (図 3.1参照) であり、PCとは欠陥のない、完全結晶 (Perfect Crystal) を意味している。

酸素欠陥と再隣接のバナジウムのLエッジスペクトルについて計算した結果を欠陥の無

い完全結晶 (PC) から計算されたスペクトルとともに図 3.13(a) に示す。Obを欠陥させた

ときのスペクトルは若干のプレピークのエネルギーシフトを除き、PCのスペクトルから

大きく変化していない。Oc1を欠陥させたときのスペクトルはプレピークの構造やL3エッ

ジのメインピークの形状などに変化が見られるが、おおよそのピーク構造は PCのスペク

トルに似た形となっている。それに対しOc2を欠陥させた際のスペクトルは大きく PCの

スペクトルから変化しており、特にプレピークの形状は全く異なる形状をしている。Ov

欠陥のスペクトルを見ると、更に大きくスペクトルが変化していることがわかる。L3エッ

ジ L2エッジともにプレピークがなくなり、他のスペクトルのメインピークがおおよそ三

角形であったのに対し、2つのコブを持つような構造のメインピークへと変化している。
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このOv欠陥スペクトルが最も顕著な変化を見せると言う知見は、欠陥生成時にバナジウ

ムの位置が最も変化していたという事実と一致する。この変位はバナジウム周りの配位子

場が大きく変化したことを意味しており、Lエッジのスペクトル形状に大きな影響を与え

る要因となったと考えられる [28]。これらのことから本研究により、最も安定な酸素欠陥

サイト (Ov) はその欠陥の影響により、隣のバナジウムの Lエッジスペクトル形状を大き

く変化させるということが結論付けられる。今はまだこのスペクトルについての実験結果

は存在していないが、電子エネルギー損失分光法を用いて測定できると考えられる。

図 3.13(b) に対応するバナジウムK エッジスペクトルを示す。Lエッジのときと違い、

4つすべての酸素欠陥において大きくスペクトルが変化している。その中でも特に興味深

いのがOvを欠陥させたときのスペクトルであり、プレピークが 2つに分裂している。こ

の特徴的なピーク分裂は z軸方向の V-Ov′-V
′結合から説明できると考えられる。この結

合は図 3.12を見るとわかるように、Ov欠陥の状態で構造緩和をさせたときにバナジウム

がOvと反対方向に移動し、Ov′ と結合したものである (ここでV′は下の層のバナジウム

でありこの図には示されていない)。V-Ov′-V
′結合内では、Kエッジスペクトルを決定す

る吸収サイトバナジウムの V-pz は、O-2pz 軌道との混合を経て、Vと V′両方の 3dz2 軌

道とカップリングしている。吸収サイトバナジウムVはコアホールの存在により 3dz2 軌

道のエネルギー準位が下がっている。一方 V′にはコアホールは存在しないため、この準

位の引き下がりは起こらない。よってこの 2つの 3dz2 軌道準位は違うエネルギーを取り、

これがプレピークを 2つに分裂する原因になっていると考えられる。一方Ov以外の欠陥

ではプレピークはほとんど影響を受けていない。これはプレピークがV-Ov結合からなる

ものであることを再び示す結果である。メインピークはプレピークとは対称的に、すべて

の欠陥についてスペクトルが変化しており、Ov欠陥よりもOc1、Oc2欠陥のスペクトルが

大きく変化している。
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図 3.13: それぞれ吸収サイトバナジウム周りのOb、Oc1、Oc2、Ovを欠陥させた構造に対する (a) L-

edge (b) K エッジスペクトル。比較のため欠陥の無い完全結晶 (PC) で計算したスペクトルも載
せてある。
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第4章 マルチチャネル理論とフルポテンシャ

ルを合わせたコードの開発

前章まででマルチチャネル多重散乱理論、フルポテンシャル多重散乱理論を用いて、V2O5

のX線吸収スペクトルを再現することに成功した。しかし、マルチチャネル理論ではその

ポテンシャルにマフィンティンポテンシャルが用いられている。L2,3エッジスペクトルで

は光電子-コアホール相互作用による構成混合の影響が大きいため、マフィンティン近似を

用いてもスペクトルをよく再現できていた。しかし、考察でも述べたように完全にスペク

トルが再現できたわけではなく、いくつかの細かなピーク構造は再現できていなかった。

この再現できていないピークは dz2軌道によるピークであり、このピークが pz軌道と混合

していることも前章で考察した。よって、2.3節で述べたようなマフィンティン近似による

単一角運動量散乱ではこの効果が取り入れられないことから、一般的なポテンシャル形状

について計算できるフルポテンシャル法を取り入れることで、さらにスペクトルが改善で

きるのではないかと考えた。また、V2O5以外の、もっと対称性の低い物質や、分子などに

ついても今までより高い精度で計算できることが期待できる。よってマルチチャネル理論

とフルポテンシャルを合わせたコードの開発が求められている。しかし 2章で述べたよう

に、本研究で使用したマルチチャネル計算ソフトMCMSと、フルポテンシャル計算ソフ

ト FPMSでは散乱 t-matrixの計算方法が異なる。このことからこの 2つのソフトをその

まま合わせたコードを作ることは現実的ではないと考えられる。よって別の方法でこれら

2つの効果を合わせることを考える必要があった。そこで本研究では、マルチチャネル理

論での t-matirx計算に用いたR-matrix法に注目した。R-matrix法は第 2.5節で導入され

ているものであり、摂動法を用いて動径関数の対数微分を計算し、そこから散乱 t-matrix

を計算する方法である。詳しくは次節で述べるが、本研究ではこのR-matrix法を用いて

フルポテンシャル散乱 t-matrixを計算する方法を開発し、マルチチャネル理論と合わせる

ことを目指す。

4.1 R-matrixのフルポテンシャルへの応用

2.5節と同様に変分R-matrix方程式

(
E −HN − L

)
|Ψk⟩ = Q |Ψk⟩ bk (4.1)
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を考える。マルチチャネル理論ではハミルトニアンHNは基底ハミルトニアンH0 ≡ HN−1+

hに摂動ポテンシャルとして内殻電子とのクーロン相互作用 Vintを加えていた。フルポテ

ンシャルでは基底ハミルトニアンHs = −∇2 + Vs(r)に、摂動ポテンシャルとして非球対

称ポテンシャル U(r)を加えることを考える。ここで U(r)は

U(r) = V (r)− Vs(r) (4.2)

で定義されている。ここで V (r)は真のポテンシャル、Vs(r)は V (r)を球平均したポテン

シャルである。一般的なマフィンティン近似の計算では Vs(r)をポテンシャルとして使用

している。フルポテンシャル、つまり真のポテンシャルに対しての正確な計算をするため、

本手法ではまず Vs(r)を用いて次の動径シュレディンガー方程式(
− d2

dr2
+ Vs(r) +

ℓ(ℓ+ 1)

r2

)
Pℓν(r) = εℓνPℓν(r) (4.3)

を解いて基底動径関数 Pℓν を求め、それらの線型結合より試行関数 Ψkを

|Ψk⟩ =
∑
Lν

|ΦLν⟩CLν,k (4.4)

と表す。ここで |ΦLν⟩は
|ΦLν⟩ =

1

r
Pℓν(r)Y

m
ℓ (r̂) (4.5)

であり、CLν,kはその展開係数である。ここでは簡単のため、Ψkには光電子の 1電子波動

関数のみを考えているが、N 電子系についても 2.5節と同様に拡張できる。この試行関数

と摂動ポテンシャル U(r)を用いると、R-matrix方程式は

(E −Hs − U − L) |Ψk⟩ = Q |Ψk⟩ bk (4.6)

のように表され、この方程式の一般化固有値問題を解くことで固有関数 Ψk と固有値 (の

逆数) bkを求めることができる。これらよりR-matrixは

RLL′ = −
∑
k

WLk
1

bk
W−1

kL′ with WLk = ⟨YL|Ψk⟩|r=r0
(4.7)

と表される。2.5節で示したように、この R-matrixが求められれば容易に t-matrixが計

算できる。

4.2 計算手順

この節ではR-matrix法を用いたフルポテンシャル t-matrixの計算においての具体的な

計算手順について述べる。
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(1) 球対称ポテンシャル Vs(r)の作成

真のポテンシャル V (r)に対し、次の式のようにそれぞれの半径 rについて球面積分

を行い、最後に面積 4πr2で割ることで球平均ポテンシャル Vs(r)を計算した。

Vs(r) =

∫
S V (r)dS

4πr2
=

1

4πr2

N∑
k=1

V (rk)w(rk) (4.8)

ここでは球面をN 個の点に分割し、適切な重み関数wをかけて足し合わせることで

積分した。

(2) 非球面ポテンシャル U(r)の作成

真のポテンシャル V (r)と球平均ポテンシャル Vs(r)から非球面ポテンシャル U(r)

を計算した。

U(r) = V (r)− Vs(r) (4.9)

(3) 基底関数の構築

(1) で求めた Vsを用いて次の動径シュレディンガー方程式を解くことにより、基底

動径関数 Pℓν(r)を求めた。(
− d2

dr2
+ Vs(r) +

ℓ(ℓ+ 1)

r2

)
Pℓν(r) = εℓνPℓν(r) (4.10)

ここで境界条件には、
dP

dr

∣∣∣∣
r=r0

= 0 (open) (4.11)

もしくは

P (r0) = 0 (close) (4.12)

を使用した。これらの境界条件は基底関数として r = r0の境界で対数微分の大きく

異なる動径関数が必要であるという変分R-matrix法の要求を満たしている。この計

算には既存の LMTOルーティーンを使用した。

(4) 球面演算子の行列要素計算

(3) で求めた動径関数を用いて基底関数 (|Lν⟩ ≡ Pℓν(r)Y
m
ℓ (r)) に対する球面演算

子、つまり Lの対角成分のみが 0でない演算子の行列要素を計算した。ここで球面

演算子は 2.5節で導入されている L、Q、Hsであり、

Q = δ(r − r0) (4.13)

L =
1

r
δ(r − r0)

d

dr
r (4.14)

Hs = −∇2 + Vs(r) (4.15)
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以下のように容易に計算できる。

⟨Lν|Q |L′ν ′⟩ = δLL′Pℓν(r0)Pℓν′(r0) (4.16)

⟨Lν|L |L′ν ′⟩ = δLL′Pℓν(r0)Ṗℓν′(r0) (4.17)

⟨Lν|Hs |L′ν ′⟩ = δLL′εℓν′

∫ r0

0
Pℓν(r)Pℓν′(r)dr (4.18)

(5) 非球面演算子の行列要素計算

(4) と同様に基底関数を用いて、(2) で求めた非球面演算子 U(r)の行列要素を計算

した。

⟨Lν|U |L′ν ′⟩ =
∫
Pℓν(r)Y

∗
L (r̂)Pℓ′ν′(r)YL′(r̂)U(r)

1

r2
dr (4.19)

この積分は 3次元の積分であり、計算は非常に難しい。実際の計算では空間をグリッ

ドに分け、中身の値に重み関数をかけて足し合わせる必要があるが、そのグリッド

のとり方によって収束性が大きく変化してしまう。この積分についてはいくつかの

方法を用いてその収束性を調べた。その結果については 4.3.2項で詳しく述べる。

(6) 一般固有値問題の計算

(4)、(5) の計算により求められた行列をR-matrix方程式 (4.6) に代入し一般化固有

値問題を解き、固有値 bkと固有関数の展開係数CLν,kを求めた。以下に一般化固有

値方程式を示す。∑
J

(E −Hs − U − L)IJCJkβk =
∑
J

QIJCJkαk (4.20)

この計算には線形代数計算ライブラリ LAPACKのルーティーンを使用した。ここ

で bk = αk/βk である。Lと Qの特異性により βk = 0となる場合があるが、出て

きた固有値の組 αk, βk に対し、βk ̸= 0となるものだけが物理的な意味を持つため、

βk ̸= 0のときの固有値、固有関数のみを採用した。

(7) t-matrix計算

(6) で求めた固有値、固有関数から以下の手順で t-matrixを計算した。

WLk = ⟨YL|Ψk⟩|r=r0
=

∑
ν

CLν,kPℓν(r0) (4.21)

AkL(κ) = αkJℓ(κ)W
∗
kL + βkJ̇ℓ(κ)W

∗
kL (4.22)

BkL(κ) = αkNℓ(κ)W
∗
kL + βkṄℓ(κ)W

∗
kL (4.23)

t−1
LL′(κ) = −κ

{
A−1

LkBkL′ + iI
}

(4.24)

ここで κ ≡
√
E、J (κ) ≡ r0κjl(r0κ)と定義している。また、I は単位行列である。
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4.3 立方体セルを用いたテスト

フルポテンシャル t-matrixの計算の正しさ、有用性を確かめるため、フラットポテン

シャルの立方体セルを用いてテストを行った。このポテンシャルは立方体の中は一定のポ

テンシャル−V0をとり、ムーンリージョンと呼ばれる、セルの外側から散乱半径 (r0) ま

での領域ではポテンシャルを 0とする。このポテンシャルを採用したのはまず 1つ、わか

りやすい形であり計算が正しいかどうかを確かめやすいことが挙げられる。一方立方体は

中心から面までの距離と角までの距離が違うことから、その間の半径の球面ではセルの内

側で−V0のポテンシャルを持つところと、セルの外側で 0のポテンシャルを持つところに

別れ、ポテンシャルに異方性が生まれる。よって、フルポテンシャルの効果が現れやすい

と考えた。最後に、本手法で計算した結果と解析的な解とを比較できること、これらの理

由からこのポテンシャルを採用した。

4.3.1 球面ポテンシャルと基底関数の作成

図 4.1にこのポテンシャルに対する球面ポテンシャルVsの模式図を示す。立方体の一辺の

長さを aとし、中心から角までの長さ
√
3
2 aを散乱半径 r0とした。また、中心から辺までの

距離 r1 ≡
√
2
2 a、中心から面までの距離 r2 ≡ a

2 を定義してある。この図を見るとわかるよう

に半径 r ≤ r2の時、球面はすべて立方体セル内にあるため Vs = −V0である。r2 ≤ r ≤ r1

の時、球面は一部面からはみ出ておりその分ポテンシャルが上がり V0 ≤ Vs ≤ 0となる。

r1 ≤ r ≤ r0の時、球面は辺からもはみ出し大部分が外に出ている。最終的に r = r0では

すべての球面が立方体セルの外に出るため、Vs = 0となる。図 4.2にその Vsの値を示す。

赤線は r ≤ r1の範囲において解析的に求められた Vsであり、青点は手順 (1) で積分によ

り求めた Vsである。ここで r0 = 2 (a.u.)、V0 = 1 (a.u.)とした。この図を見ると 2つの

Vsはほとんど一致していることがわかる。よって手順 (1) での Vsの求め方は正しいこと

が確かめられた。

図 4.3に上で求めた Vsを用いて計算した基底動径関数の一部を示す。左図には ℓ = 0で

の open (r = r0 で微分が 0)、close (r = r0 で値が 0) それぞれ、ノードが 0と 1の動径

関数を示す。また右図には ℓ = 1のときの動径関数を示す。これらは使用した基底関数の

一部であり、後で議論するが基底関数の数 (lmax, node max) を増やすと結果が収束して

いく。
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図 4.1: 立方体セルと球面ポテンシャル Vs の模式図。半径 r ≤ a
2 では球面はすべて立方体セルの

中にある。a
2 ≤ r ≤

√
2
2 aでは立方体の面から球面がはみ出す。

√
2
2 a ≤ r ≤

√
3
2 aでは立方体の辺か

らも球面がはみ出す。

r (a.u.)

𝑉 𝑠
(r

)

𝑟0𝑟1𝑟2

図 4.2: 図 4.1で表される立方体に対する球面ポテンシャル Vs(r)の値。青点：手順 (1) での積分に
より求めた Vs(r)。赤線：r ≤

√
2
2 a (r1)の範囲で解析的に求められた Vs(r)。

42



-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  0.5  1  1.5  2

P 
(r)

r (a.u)

o-0
o-1
c-0
c-1 -1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  0.5  1  1.5  2

P 
(r)

r (a.u)

o-0
o-1
c-0
c-1

図 4.3: 図 4.2に示される Vs(r)を用いて求めた基底動径関数の一部。赤線は open関数、青線は
close関数を表す。実線はノードなし (最低エネルギー)、破線はノードが 1つ。左図：ℓ = 0。右
図：ℓ = 1。

4.3.2 U-matrixの収束性

図 4.4に立方体の非球面ポテンシャル U(r)を示す。この図を見ると立方体の面の中心

付近、そして角付近で大きなポテンシャルのジャンプが起こっていることがわかる。これ

は立方体の面の中心から少しはみ出た部分では、同じ半径を持つ他の部分はほとんど立方

体の中にあるため、Vs(r)は−1に近い値を取り、立方体の中では U(r) = −1− Vs(r) = 0

であったところから外に出た瞬間、急にU(r) = 0− Vs(r) ≃ 1となったからである。それ

とは反対に角付近では、同じ半径の他の部分はほとんど立方体の外にあるため Vs ≃ 0と

なっており、立方体の外に出た瞬間 U(r) ≃ −1 → 0となる。

図 4.4: 立方体セルの非球面ポテンシャル U(r)。

このポテンシャル U(r)に対し、行列要素を計算するため手順 (5) の積分を行った。ま
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ず初めに 3次元積分には台形積分を採用した。この時、図 4.5に示すように、散乱球に外

接するような大きな立方体を考え、それをN ×N ×N の等間隔のグリッドに分割して足

し合わせた。この積分により求められた U -matrixの行列要素のうちいくつかの成分をN

の関数として図 4.6に示す。この図を見るとわかるようにN の値を増やしても U -matrix

の値は収束していない。これは先程も述べたようにポテンシャルに大きなジャンプがある

ためだと考えられる。

　

N点
a/2

𝑟0

図 4.5: 立方体セルでの積分範囲の模式図。散乱半径 r0の球を囲むような大きな立方体を考え、そ
れをN ×N ×N のグリッドに分割する。
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図 4.6: 立方体セルの積分に台形積分を採用したときの U -matirxの行列要素の一部。グリッドの
数N の関数として示してある。
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この結果より空間をデカルト座標のグリッドに分割し積分する方法では値が収束しない

ため、球面座標を用いて積分することを考えた。3次元積分 (4.19) の式を球面座標での積

分に書き換えると、

⟨Lν|U |L′ν ′⟩ =
∑
k

∫
dr Pℓν(r)Uk(r)Pℓ′ν′(r)

∫
dθ

∫
dϕ Y ∗

L (θ, ϕ)Yk(θ, ϕ)YL′(θ, ϕ) sin θ

(4.25)

となる。ここで Uk(r)は

Uk(r) =

∫
dθ

∫
dϕ Y ∗

k (θ, ϕ)U(r) (4.26)

から求められる。式 (4.25)は動径積分と角度積分に分けられており、また角度積分は解析的

に解を求めることができるため、非常に便利であり高速に計算できる。しかし式 (4.26) で

表される Uk(r)の積分が、台形積分のときと同様、ポテンシャルのジャンプにより収束し

なかった。これよりポテンシャルのジャンプを避けて積分する必要があることがわかった。

そこで球面座標での積分の順序を変更し Uk(r)を先に求めるのではなく、動径積分を先に

行うことで Uℓν,ℓ′ν′(θ, ϕ)を求め、最後に角度積分する方法を採用した。ただし、このとき

の動径積分を 0 ≤ r ≤ r0の範囲で積分するとこれまでと同様ポテンシャルのジャンプが

あるため積分が収束しない。そこで図 4.7に示すように、中心からセルの境界までの長さ

を rb とし、0 ≤ r ≤ rb の範囲と、rb ≤ r ≤ r0 の範囲に分けて積分を行った。これより

U -matrixの行列要素は

⟨Lν|U |L′ν ′⟩ =
∫

dθ

∫
dϕ Y ∗

L (θ, ϕ)Uℓν,ℓ′ν′(θ, ϕ)YL′(θ, ϕ)

=

Nl∑
k=1

YL(r̂k)Uℓν,ℓ′ν′(r̂k)YL′(r̂k)w(r̂k) (4.27)

Uℓν,ℓ′ν′(θ, ϕ) =

∫ rb

0
dr Pℓν(r)U(r)Pℓ′ν′(r) +

∫ r0

rb

dr Pℓν(r)U(r)Pℓ′ν′(r)

=

Nin∑
k=1

Pℓν(rk)U(rk)Pℓ′ν′(rk)w(rk) +

Nout∑
k=1

Pℓν(rk)U(rk)Pℓ′ν′(rk)w(rk)

(4.28)

から求められる。ここで、球面積分にはレベデフ求積法を使用し、動径積分にはガウス求

積法を用いた。これらの求積法は連続関数に対して、他の方法よりも速く値が収束するこ

とが知られている。これらより求められた U -matrixの要素の一部をレベデフ求積法の点

数Nlに対する関数としたもの (横軸の値はレベデフ求積法のオーダーと呼ばれ、その値以

下の角運動量で展開できる関数は完全に正確に積分できる。オーダー 1ではNl = 6、オー

ダー 22ではNl = 1730である。) を図 4.8左図に、ガウス求積法の点数Ng = Nin = Nout
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の関数としたものを図 4.8右図に示す。これらのグラフを見ると、点数が増加するにつれ、

確かに値が収束していっていることがわかる。よって、値が十分に収束していると考えら

れるNl = 1730 (オーダー 22)、Ng = 10を用いて今後の計算を行った。

a/2

𝑟0

𝑁𝑖𝑛

𝑁𝑜𝑢𝑡
𝑟𝑏

図 4.7: 立方体セルに対する球面座標での積分範囲の模式図。中心からセルの境界までの長さを rb

とし、0 ≤ r ≤ rb の範囲を Nin 個の点に、rb ≤ r ≤ r0 の範囲を Nout 個の点に分割して動径積分
を行い、それらを足し合わせる。最後に角度積分を行い U -matrixを計算する。
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図 4.8: 式 (4.27)、(4.28) を用いて計算されたU -matixの行列要素の一部。左図: 動径積分の点数を
一定 (Ng = 10) にしたときの角度積分のレベデフ求積法での点数の関数 (横軸はレベデフオーダー
と呼ばれ、オーダー 1でNl = 6、オーダー 22でNl = 1730)。右図: 角度積分を一定 (Nl = 1730)と
したときの動径積分のガウス求積法での点数の関数 (Ng = Nin = Nout)。
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4.3.3 エネルギー固有値

前節で求められた U -matrixと球面演算子の行列要素から、手順 (6) より R-matrix方

程式の固有値問題を解き、手順 (7) から t-matrixを計算した。ここで求められた t-matrix

が正しいものなのか、またフルポテンシャルの影響がどのように取り入れられているかを

確かめるため、立方体セルに対しての束縛状態の固有エネルギーを計算した。この時、束

縛状態のエネルギーを得るため、立方体セル内のポテンシャルを V0 = 10 Ryとした。

t-matrixを用いたエネルギー固有値の計算方法

まず初めに t-matrixを用いたエネルギー固有値の算出の仕方を導出する。第 2章と同様

にリップマンシュウィンガー方程式を考えると、波動関数は式 (2.9c) を用いて

|ψ⟩ = |χ⟩+G0T |χ⟩ (4.29)

と表される。ここであるセルに入射する波動関数を |ψin,i⟩のように表すと上の式は

|ψ⟩ = |χ⟩+G0

∑
i

ti |ψin,i⟩ (4.30)

のように変形できる。また全波動関数 |ψ⟩があるセルへの入射波と散乱波の和で書けるこ
とを用いると、上の式をさらに変形でき、

|ψin,i⟩+G0t
i |ψin,i⟩ = |χ⟩+G0

∑
j

tj |ψin,j⟩ (4.31)

∑
j

[
δij −G0t

j(1− δij)
]
|ψin,j⟩ = |χ⟩ (4.32)

と表せる。ここで右辺の自由波が存在しないとすると、この式は定常状態 (束縛状態) に

対する |ψin,j⟩の振幅の同次方程式となり、この波動関数が存在するための条件は

det
[
δij −G0t

j(1− δij)
]
= 0 (4.33)

となる。これは多重散乱を用いた永年方程式と考えられ、この解を求めることで束縛状態

のエネルギー固有値を計算することができる。また通常、det
[
ti
]
̸= 0であるのでこの式

の代わりに

det
[
(ti)−1 −G0(1− δij)

]
= 0 (4.34)

を解いて求めることもできる。この節の計算では単一のセルのみを考えているためG0は

必要なく、det
[
(ti)−1

]
= 0を解くことよりエネルギー固有値を算出した。

47



変分法によるエネルギー固有値の計算方法

次に、上の方法で算出したエネルギー固有値と比較するため、変分法を用いてエネル

ギー固有値を算出した方法について述べる。本研究で用いた一辺 aの立方体セルのポテン

シャル、V (x, y, z) = −V0 (|x, y, z| < a/2), V (x, y, z) = 0 (それ以外)に対して変分波動関

数を考える。一次元の井戸型ポテンシャルでの厳密解との類推から、試行関数として

Φ(x, y, z; k) = f(x)f(y)f(z), f(x) =

 cos(kx) |x| < a/2

A exp(−β|x|) |x| > a/2
(4.35)

を考える。ここで Aと β は境界での連続性と微分可能性を満たすように決められる係数

であり、kの関数である。x = a/2での連続性からA = eβa/2 cos(ka/2)が、対数微分の連

続性から β = k tan(ka/2)が得られる。また、物理的に意味がある解は 0 < β <∞のみで
あるのでその条件から kの範囲が 0 < ka < π (mod 2π)に絞られる。この試行関数を用い

てエネルギー汎関数

E[Φ] = E(k) =
⟨Φ|H |Φ⟩
⟨Φ|Φ⟩

(4.36)

を最小にする kを探す。ここでそれぞれ一次元での重なり積分、ポテンシャルエネルギー、

運動エネルギーに対応する

I0 ≡
∫ ∞

−∞
|f(x)|2 dx =

a

2
+

1

k
cot(ka/2) (4.37)

IV ≡
∫ ∞

−∞
f(x)V (x)f(x)dx = −V0

(
a

2
+

sin(ka)

2k

)
(4.38)

IK ≡
∫ ∞

−∞
f(x)

(
− d2

dx2

)
f(x)dx =

a

2
k2 (4.39)

を用いると、エネルギーE(k)は x ≡ kaの関数として

E(x) =
3IK
I0

+

(
IV
I0

)3

= − 3x3/a2

x+ 2 cot(x/2)
− V0

(
x+ sinx

x+ 2 cot(x/2)

)3

(4.40)

で与えられる。この関数を最小にする xを探すと、その時のエネルギーはE = −6.628 Ry

と求められた。

計算結果の比較

上の 2つの方法で計算された基底エネルギーの結果を図 4.9に示す。点で示されるのが

R-matrix法を用いて計算した基底エネルギー、赤線で示されるのが変分法を用いて計算さ
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図 4.9: R-matrix法で求められた立方体セル (V0 = 10) の基底エネルギー (点) と変分法により求
められた基底エネルギー (赤線)。横軸はR-matrixの基底関数に用いた Lmaxの数、それぞれの点
は 2つの境界条件 (c: close function, o: open function) で求めた基底関数の node maxの数を表
す。

れた基底エネルギーである。この図を見ると、R-matrix法では基底関数の Lmaxを増や

すと基底エネルギーが下がっていることがわかる。この方法の場合 Lmaxが 0はマフィン

ティンポテンシャルの計算に対応するため、フルポテンシャルの効果を取り入れるとエネ

ルギーが下がり真の値に近づくことが確認できた。また、基底関数の node maxの数を増

やしていくことでもエネルギーが下がっていき、node maxが 5、Lmaxが 10ではほとん

ど値が収束していることがわかる。変分法のエネルギーと比べると収束したエネルギーの

値は変分法で求めた基底エネルギーよりも少し低くなっていた。変分法は真に正しい試行

関数を取らない限り、得られる基底エネルギーは真の基底エネルギーよりも少し高くなる

ため、R-matrix法によるフルポテンシャルの計算により、真のエネルギーに非常に近い値

を求めることができたのではないかと考えられる。つまり、立方体セルに対するR-matrix

法によるフルポテンシャルの計算が正しい結果を得られていることを示すことができた。

また、Lmaxが 3までは基底エネルギーの値は変化せず、Lmaxが 4になるとエネルギーが

一気に落ちていることは立方体が持つ対称性が反映された結果である。それ以降の Lmax

でも Lmaxが奇数のところではエネルギーが変化していないのは立方体が偶のパリティ対

称性を持つからである。一般的なセル形状にこの理論を用いた場合はこれとは別の収束性

を示すことが考えられる。一方基底関数の数を増やすと計算時間は指数関数的に増加して

いくため、適切な基底関数を用いて計算する必要があると考える。
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4.4 物質への応用

前節までの結果からR-matrix法を用いたフルポテンシャルの計算には成功したと言え

る。そこでいよいよ実際の物質に適用することを考える。そのためには前節で作成した

コードに加え、一般的なセル形状の作成、DFT計算からのポテンシャルの取り込み、そ

して多重散乱計算を行なうコードを実装する必要がある。これらのコードを実装した後、

対称性の高い物質へのテストとして CrVを、対称性の低い物質への利用として V2O5を

採用し、計算を行った。

4.4.1 一般的なセル形状の作成

立方体のようにセルの形が決まっていた前節と違い、物質に適用する際はそれぞれの物

質の構造に対して適切なセルを作成する必要がある。多重散乱理論においてはこのセルの

形状は任意に選んで良いことになっているが、実際の計算では角運動量展開の収束性の関

係から、以下の条件を満たすようなセルを作成することが望ましい。1つ目の条件は原子

核を中心としたセルを作成することである。これはマフィンティン近似の時と同様であり、

原子軌道を基底関数として用いるため当然の条件である。2つ目の条件はそれぞれのセル

が重ならないことである。セルが重なるとその部分のポテンシャルを 2回考えることにな

るため望ましくない。3つ目の条件はできるだけ空間を埋め尽くすことである。どのセル

にも含まれない空間はマフィンティン近似のときと同様、一定のポテンシャルとなるため

その領域が大きくなると実際のポテンシャルを正確に反映できない。4つ目の条件は、で

きるだけセルの形状を球に近づけることである。セルの形状が歪になると角運動量展開が

収束しなくなることが考えられるからである。最後に、系の対称性を崩さないようにする

必要がある。

セル形状を決定するために入力する情報は原子の座標とその球の半径である。さらに上

の条件を満たすために中に原子核を持たない空のセル (Empty Cell : EC) を挿入するた

め、その ECの座標と球の半径も必要である。ECは任意で挿入することができるが系の

対称性を保つようにすることが望ましい。これらの複数の球から接しているところを切断

し、多面体のセルとするコードを作成した。図 4.10に示したように、ある 1つのセルの球

の半径を r1、その隣のセルの球の半径を r2、それらセルの中心の距離を dとすると、セル

1の中心から切断面までの距離 dcは以下の式で与えられる。

dc =
r21 − r22 + d2

2d
(4.41)

このような式で表される切断面を、球が接するセルに対してすべて作成することで多面体

のセルを作成した。bcc構造でのセルの例を図 4.11に示す。
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𝑑𝑐

図 4.10: 原子球を多面体にカットするときの模式図。原子球の半径を r1、r2、隣のセルの中心まで
の距離を dとし、セルの中心からカットされる面までの距離を dc とした。

図 4.11: bcc構造に対してカットされたセルの様子。
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4.4.2 DFT計算からのポテンシャルの利用

4.3節ではポテンシャルにフラットポテンシャルを用いたが、実際の物質について計算

する際はそのポテンシャルが必要である。本研究ではDFTに基づいた full-potential (lin-

earized) augmented plane-wave ((L)APW) + local orbitals (lo) 法による計算ソフト

WIEN2kで計算したポテンシャルを利用した [39]。DFT計算ソフトは様々な種類が存在

するが、ここでWIEN2kを用いた理由はまず初めにフルポテンシャルであることがあげら

れる。3.3節などで使用した LMTOはマフィンティン近似を用いて計算されているため、

本章で必要なフルポテンシャルを提供できない。もう 1つの理由は全電子計算であること

である。全電子計算ではエネルギーの低い束縛状態の電子も考慮したポテンシャルが作成

される。3.6節などで使用したVASPは擬ポテンシャルとよばれるポテンシャルを用いて

おり、これは原子核に近い領域のポテンシャルを本当のポテンシャルから新しく緩やかな

ポテンシャルに作り変えたものである。本研究における散乱計算では実際のポテンシャル

を使用するため、全電子計算から求められたポテンシャルが必要である。

WIEN2kではポテンシャルは 2つの形式に分けて出力される。1つは原子球内の領域の

ポテンシャルであり、原子核を中心として角運動量によって展開された形 (V in
ℓm(r)) をし

ている。WIEN2kの原子球は他の原子の球と一切交わっていない。もう 1つはポテンシャ

ルをフーリエ変換し、kスペースで表現されたポテンシャル (V out(k)) である。このポテ

ンシャルは隙間領域では厳密に正しいが、原子球内では本当のポテンシャルが非常に深く

なってしまうため、エネルギーカットオフの関係から、値が収束しておらず正しくない。

WIEN2kでは境界でこれら 2つのポテンシャルが滑らかに接続するよう計算される。つま

り原子球内では 1つ目の形式が隙間領域では 2つ目の形式が厳密に正しいポテンシャルで

ある。

本研究での利用のため、原子球内のポテンシャルについては角運動量展開を足し合わせ

て実空間のポテンシャルを

V in(r) = V in(r, θ, ϕ) =
∑
ℓ,m

Yℓm(θ, ϕ)V in
ℓ,m(r) (4.42)

のように作成した。一方外側のポテンシャルは逆フーリエ変換を行い、

V out(r) =
∑
k

eik·rV out(k) (4.43)

から作成した。

本研究では空間を埋めるため少し大きな球を考え、それをカットして多面体のセルを作

成しているため、場所によってはWIEN2kの原子球からはみ出る場合がある。そこで、本

研究で使用するセル内でのポテンシャルには、WIEN2kの原子球の半径よりも内側では
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V in(r)を、それより外側では V out(r)を使用した。また、ECは中心に原子核を持たない

ため、セル内のすべての位置でのポテンシャルに V out(r)を使用した。

4.4.3 多重散乱への拡張

上の 2項より、一般的な物質に対してセル形状とポテンシャルを決定することができた。

よって、4.3節と同様にしてU -matrixを計算し、そこからR-matrix法により t-matrixを

計算することができる。

t-matrixが求められれば式 (2.18) と (2.19) からX線吸収スペクトルを計算できる。式

(2.18) は多重散乱計算であるが、この多重散乱を計算するプログラムには C.R. Natoliが

作成したCONTINUUMと呼ばれるコードを使用した [40]。このコードは標準的な実空間

多重散乱プログラムであり、MCMSでも使用されている。しかしMCMSではマフィン

ティン近似での計算であるため、t-matrixは角運動量Lに対して、対角な成分しか入力し

ていない。本コードはフルポテンシャルであるため、非対角な要素も存在している。よっ

て対角成分以外のものも入力できるようにコードを書き換える必要があった。

この後の項では、DOSと同等の意味を持つ τ -matrixの虚数部 (Imτ) を計算し、様々な

パラメータに対しての収束性、または DFTで計算された DOSとの比較から本計算の妥

当性を検討する。

4.4.4 原子球半径の収束性

フルポテンシャル計算においては、原子球をカットし多面体のセルを作成するが、その

時の球の半径を変化させたときの収束性を調べる。ここでは lmtoなどでのマフィンティ

ン近似で使用されている、原子球近似の半径を基準とし、それを 1.1倍から 1.3倍まで変

化させたときの Imτ を計算した。今回計算した系では 1.4倍以上に大きくすると、隣のセ

ルの中心にかぶってしまうため、多重散乱計算が一切収束しなくなってしまうことからそ

の場合の計算は物理的に意味がない。図 4.12に CrVとV2O5に対して原子球の半径を変

化させて計算した Imτ の d軌道成分をそれぞれ示す (この計算では吸収サイトのバナジウ

ムを中心として半径 5 Åの球体で多重散乱計算をしており、CrVでは中に 59個のセルが、

V2O5では ECを含め 159個のセルが存在している。このクラスターサイズによる影響は

後で議論する)。CrVは bcc構造でありすべての球は同じ半径である。よって空間を埋め

尽くすのに十分な大きさの半径であれば、式 4.41から求められるように、セルの形はウィ

グナーザイツセルと同じになり、物理的に全く同等な状況になる。図 4.12(左) を見ると確

かに、半径を変化させても 1.1倍以降は Imτ がほとんど変化していなかった。一方V2O5

は様々な大きさの原子球が存在するため、それぞれの半径を定数倍すると、セルの形は少
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し変化する。図 4.12(右) を見ると、半径によって Imτ のピークの強度が少し変化してい

ることがわかる。しかし Imτ の形は大きく変化していないため、セルの影響は小さいと考

えられる。よって、セルの分割の仕方による計算結果への影響は小さく、原子球の半径は

空間を埋め尽くすのに十分な大きさから、隣のセルの中心に接しない大きさの範囲であれ

ば任意性があることがわかった。
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図 4.12: 原子球の半径を変化させたときの Imτ の d軌道成分の値。隣の球とぎりぎり接するとき
の半径を基準とし、それを 1.1倍から 1.3倍まで変化させた。その他の条件は Lmax=4、基底関数
7つ、クラスターサイズ半径 5 Åで固定。左図：CrV。右図：V2O5。

4.4.5 基底関数の収束性

前項でセルの形状によるスペクトルの影響は小さいことがわかったため、次にR-matrix

の基底関数の数を変化させたときのスペクトルの収束性を調べた。前節の立方体セルに対

しては Lmaxが 4、open functionが 1つ、close functionが 4つ程度で値が収束していた

が、一般的なポテンシャル、セル形状に対してどの程度で収束するかは分かっていない。

一般的にはポテンシャルの異方性が強くなったり、セルの形状が歪になるほど収束に必要

な基底関数の数は多くなると考えられる。

図 4.13に CrVと V2O5に対して close functionの数を 3から 6まで変化させて計算し

た Imτ を示す。この図を見るとCrVとV2O5どちらも close functionが 6個で十分に収束

していることがわかる。また、基底関数の数を増やすとピークの位置が低エネルギー側に

シフトしている。これは基底関数の数が増えたことで、変分原理により、図 4.9のときと

同様にしてそれぞれの状態のエネルギーが低くなったことに起因すると考えられる。

図 4.14にCrVとV2O5に対して Lmaxを変化させて計算した Imτ を示す。Lmaxが増

えるとR-matrixの基底関数を増やしたときと同様、いくつかのピークが低エネルギー側
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にシフトしていることがわかった。この理由として考えられることも上と同様である。値

の収束性に注目すると Lmax = 6程度で十分に値が収束していることが観察できた。
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図 4.13: R-matrixの基底関数の数を変化させたときの Imτ の d軌道成分の値。cは close function

の数、oは open functionの数。その他の条件は原子球半径 1.3倍、Lmax=4、クラスターサイズ
半径 5 Åで固定。左図：CrV。右図：V2O5。
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図 4.14: Lmaxを変化させたときの Imτ の d軌道成分の値。その他の条件は原子球半径 1.3倍、基
底関数 7つ、クラスターサイズ半径 5 Åで固定。左図：CrV。右図：V2O5。

4.4.6 クラスターサイズ

多重散乱の計算に使用するセルの数による収束性を調べるため、クラスターの半径を変

化させて Imτ を計算した。図 4.15にCrVとV2O5に対して、クラスター半径を 5 Åから
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8 Åまで変化させて計算した Imτ を示す。CrVは半径 5 Åで 56個の原子、8 Åで 169個

の原子を含む。また、bcc構造であるため空間に隙間ががないことから ECは含まれてい

ない。V2O5 は半径 5 Åで 46個の原子と 110個の EC、8 Åで 199個の原子と 486個の

ECを含んでいる。これらの図を見ると、クラスターサイズを大きくするほど、ピークが

複数に別れている様子がわかる。図 4.15(左) を見ると CrVに対しては半径が 8 Åのクラ

スターでまだ値が収束していなかった。これはCrVが金属であり電子が局在しておらず、

波動関数が遠くまで広がっていることが原因であると考えられる。計算時間の都合上、本

研究では半径 8 Åまでしか計算しなかったが、正確なDOSを計算するためにはもっと大

きな球を用意する必要があることがわかった。一方図 4.15(右) を見ると、V2O5にたいし

ては半径 8 Åでほとんど値が収束していることがわかる。これは V2O5が CrVと違い酸

化物であり、波動関数が局在化していることが影響していると考えられる。
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図 4.15: クラスターサイズを変化させたときの Imτ の d 軌道成分の値。吸収サイトのバナジウ
ムを中心として、半径 5 Åから 8 Åまでの球体を作成した。その他の条件は原子球半径 1.3倍、
Lmax=4、基底関数 7つで固定。左図：CrV。右図：V2O5。

4.4.7 マフィンティンやWIEN2kのDOSとの比較

これまでの結果から、CrVのクラスターサイズを除き、それぞれのパラメータを変化さ

せたときの収束性を確かめることができた。最後にフルポテンシャル多重散乱で計算した

吸収サイトバナジウムの Imτ の d軌道成分とマフィンティン近似で計算した Imτ の d軌

道成分、WIEN2kで計算したバナジウムの d軌道、局所部分状態密度を比較する。本研究

ではWIEN2kのポテンシャルを使用して、多重散乱理論でシュレディンガー方程式を解

いているものであるので、理論的にはフルポテンシャルで計算した Imτ とWIEN2kの局
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所状態密度は同じものになるはずである。しかし現実的には、前項でも示した有限のクラ

スターによる影響や、t-matrixの規格化条件、局所状態密度を計算するときの原子セルの

範囲のとり方の違いによって厳密には一致しない。

図 4.16に CrVとV2O5に対してフルポテンシャル及びマフィンティン近似で計算した

Imτの d軌道成分、WIEN2kで計算した局所部分DOSを示す。図 4.16(上)を見ると、CrV

に対してはマフィンティン近似とフルポテンシャルで計算した Imτ はほとんど変化がな

かった。これはCrVが対称性の高い構造をしていることから妥当な結果であると言える。

その中でも観察できる違いは、フルポテンシャルの Imτ のいくつかのピークにサテライ

トピークが見えることである。これはフルポテンシャルにしたことで縮退の解けた軌道が

生まれたことが原因であると考えられる。一方WIEN2kの DOSと比較すると、おおよ

そのピークは再現できているものの、それぞれのピーク強度は一致していないことがわか

る。この原因として考えられる一番大きな原因は、前項でも示したクラスターサイズによ

る影響である。ここで最も低エネルギーに現れるピークの強度が著しく低くなっているこ

とは、この波動関数が Γ 点近くの波数を持っており最も長距離な軌道であることを考え

ると、クラスターサイズの影響が大きいことを示す証拠となると考えられる。また、全体

的に低エネルギー側のピークが弱く、高エネルギー側に行くほどピーク強度が強くなって

いるのは t-matrixの規格化条件によるものであると考えられる。

図 4.16(下) を見ると、マフィンティン近似で計算した Imτ とフルポテンシャルで計算

したV2O5の Imτ はおおよそのピーク構造は似ているものの、ピークの位置がずれている

様子が観察できる。WIEN2kのDOSとも比較するとフルポテンシャルで計算した Imτ は

低エネルギー領域のピークが強度が非常に小さいことを除き、ほとんどのピーク位置、強

度ともに一致していることがわかる。4 ∼ 5 eVに存在するダブルピークと、5.5 ∼ 7 eV

に存在するメインピークのエネルギー差を比べると、WIEN2kのDOSとフルポテンシャ

ルの Imτ はエネルギー差がほとんど同じなのに対し、マフィンティン近似の Imτ はそれ

らに比べエネルギー差が小さくなっていた。これは第 3章でも議論したようにダブルピー

クは dxy軌道であり、メインピークは dyz、dzx軌道であることから、フルポテンシャルを

取り入れた場合、z方向に対するポテンシャルの異方性によりこれらのピークの縮退が強

く解けた結果だと考えられる。

これらの結果から、R-matrix法を用いたフルポテンシャル多重散乱計算は十分に成功

したと考えられる。本研究ではフルポテンシャル多重散乱の結果を、DFT計算で求めら

れるDOSと比較することにとどまったが、多重散乱で求めたDOSが十分DFT計算と一

致する精度が得られれば、様々なことに応用することができる。例えば、本研究での最終

目標である、多体効果を取り入れたマルチチャネル理論と合わせること、他には光電子分

光やARPESの計算などが考えられる。
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図 4.16: フルポテンシャル及びマフィンティン近似で計算した Imτ の d軌道成分の値。どちらも
クラスターサイズは半径 8 Åの球で計算している。比較のためWIEN2kによって計算されたバナ
ジウムの d軌道の部分 DOSも示してある。上図：CrV。下図：V2O5。
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第5章 結論

本研究では多重散乱理論を改良した、フルポテンシャル多重散乱理論とマルチチャネル

多重散乱理論を用いて、それぞれV2O5のV-Kエッジ、V-L2,3エッジのX線吸収スペク

トルを再現することに成功した。この際、無偏光スペクトルだけでなく、偏光依存のスペ

クトルについても十分再現することができた。これらのスペクトルは従来の理論では再現

できていないものであったため、本研究によりV2O5のような対称性の低い構造を持つ物

質に対し、フルポテンシャルやマルチチャネル理論が有用であることを示すことができた。

また、L3エッジの偏光依存スペクトルの結果から、L3エッジに現れる初めのピークは

dxy軌道への遷移に対応することがわかった。さらに、Kエッジの偏光依存の結果と部分

状態密度との比較から、K エッジのプレピークは dz2 軌道と pz 軌道の混成により生じた

ものだと結論付けられた。これら 2つの結果はどちらも、V2O5特有の z方向の対称性の

崩れに起因するものであると考察できる。

V2O5の通常の構造に加え、吸収サイトバナジウム周りの酸素を欠陥させた状態につい

てもX線吸収スペクトルを計算した。吸収サイトからみて 4種類の酸素をそれぞれ欠陥さ

せた状態でのスペクトルは、どれも完全結晶のスペクトルから変化していたが、その変化

の仕方は欠陥する酸素によって大きく異なっていた。このスペクトルについての実験結果

はまだ無いが、電子エネルギー損失分光法を用いて測定でき、本研究の結果と比較するこ

とで酸素欠陥サイトの特定につながると考えられる。また、Ov酸素を欠陥させたKエッ

ジスペクトルのプレピークが 2つに分裂した結果は、偏光依存スペクトルでの dz2 軌道と

pz 軌道が混成しているという考察を後押しする結果となった。

フルポテンシャルとマルチチャネル理論をどちらも取り入れたコードを開発するため、

マルチチャネル理論で使用しているR-matrix法を用いたフルポテンシャル t-matrixの計

算コードを開発した。このコードの妥当性のテストのため、立方体セルのフラットポテン

シャルについての計算を行った。その際の非球面ポテンシャルの積分は、デカルト座標の

グリッドを用いた台形積分では収束しないことがわかり、新たな方法として、動径積分を

先に行う極座標ガウス積分計算コードを開発した。本研究の方法で求められた t-matrixを

用いて計算したエネルギー固有値と、変分法から求められたエネルギー固有値を比較する

ことで、計算結果の妥当性、フルポテンシャルの影響を示すことができた。また、基底関

数の数による収束性についても調べられた。これらの結果から、R-matrix法を用いたフ
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ルポテンシャル t-matrixの計算方法の開発に成功したと結論付けることができる。

実際の物質への応用のため、一般的なセル形状の作成、DFT計算ソフトWIEN2kから

のポテンシャルの取り込み、多重散乱計算の実装を行った。上で述べたR-matrix法によ

るフルポテンシャル t-matrix計算コードと合わせ、フルポテンシャル多重散乱計算のコー

ドを完成させた。このコードを用いて、対称性の高いCrVと対称性の低いV2O5に対して

計算を行い、部分状態密度と物理的に同じ意味を持つ τ の虚数部分 (Imτ) の d軌道成分を

算出した。計算におけるパラメータである、原子球半径の大きさ、R-matirx法の基底関

数、Lmax、クラスターサイズを変化させ、Imτ の収束性を調べた。長距離な軌道が存在

することによる影響が考えられた CrVのクラスターサイズによる収束性を除き、それぞ

れのパラメータを変化させたときに Imτ が十分収束していることを確かめられた。マフィ

ンティン近似で計算した Imτ とWIEN2kで計算したDOSとの比較を行なったところ、対

称性の高い CrVはフルポテンシャルとマフィンティン近似にほとんど変化がなかったの

に対し、対称性の低いV2O5はいくつかの変化がみられており、フルポテンシャルによる

効果を確かめることができた。これらの計算結果がWIEN2kのDOSと完全に一致しない

のは、計算したクラスターサイズが有限であることによる影響が大きいと考えられる。

今後はこのコードをマルチチャネル理論と合わせることを目指していく。本研究で作成

したフルポテンシャル t-matrixの計算方法はマルチチャネル t-matirxの計算方法と同じで

あるため、これらのコードを合わせることは十分可能であると考えられる。これらのコー

ドを合わせるために今後やるべきことは非対角要素も取り入れた双極子モーメントの行列

要素の計算、今は d軌道に対してのみ計算されている、マルチチャネルの計算を一般化し、

s、p、f 軌道に対して計算すること、及びこれらを混ぜた計算を実装することである。マ

ルチチャネル理論とフルポテンシャルを合わせた計算が実装できれば、L2,3エッジのスペ

クトルを更に改善できるだけでなく、もっと対称性の低い物質や分子などのX線吸収スペ

クトルが正確に計算できるようになるのではないかと考えられる。さらに本研究で用いた

フルポテンシャル t-matrixの計算方法は、X線吸収分光法以外の、角度分解光電子分光

法 (ARPES) の計算等にも応用できるのではないかと期待されている。
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and H. Ebert (2018), pp. 143–169.

[6] Y. Fujikata, F. Ota, K. Hatada, and P. Krüger, “Many-body and anisotropy effects

in x-ray absorption spectra of pristine and defective vanadium pentoxide”, Phys.

Rev. B 101, 125124 (2020).

[7] A. Marberger, D. Ferri, M. Elsener, and O. Kröcher, “The significance of lewis
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[26] P. Krüger and C. R. Natoli, “Theory of x-ray absorption and linear dichroism at

the Ca L2,3-edge of CaCO3”, Journal of Physics: Conference Series 712, 012007

(2016).

[27] D. Coster and R. D. L. Kronig, “New type of auger effect and its influence on the

x-ray spectrum”, Physica 2, 13 (1935).

[28] F. de Groot, “Multiplet effects in X-ray spectroscopy”, Coordination Chemistry

Reviews 249, 31 (2005).

[29] E. Goering, O. Müller, M. Klemm, M. L. denBoer, and S. Horn, “Angle dependent

soft-X-ray absorption spectroscopy of V2O5”, Philosophical Magazine B 75, 229

(1997).

[30] K. Hatada, K. Hayakawa, M. Benfatto, and C. R. Natoli, “Full-potential multiple

scattering for x-ray spectroscopies”, Phys. Rev. B 76, 060102 (2007).

[31] K. Hatada, K. Hayakawa, M. Benfatto, and C. R. Natoli, “Full-potential multiple

scattering theory with space-filling cells for bound and continuum states”, Journal

of Physics: Condensed Matter 22, 185501 (2010).

[32] S. Yamazoe, (private communication).

63

http://dx.doi.org/10.1039/B607705F
http://dx.doi.org/10.1021/acs.jpcc.6b06499
http://dx.doi.org/10.1021/acs.jpcc.6b06499
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.53.2571
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.70.245120
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.70.245120
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.81.125121
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.81.125121
http://dx.doi.org/10.1088/1742-6596/712/1/012007
http://dx.doi.org/10.1088/1742-6596/712/1/012007
http://dx.doi.org/https://doi.org/10.1016/S0031-8914(35)90060-X
http://dx.doi.org/https://doi.org/10.1016/j.ccr.2004.03.018
http://dx.doi.org/https://doi.org/10.1016/j.ccr.2004.03.018
http://dx.doi.org/10.1080/13642819708202311
http://dx.doi.org/10.1080/13642819708202311
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.76.060102
http://dx.doi.org/10.1088/0953-8984/22/18/185501
http://dx.doi.org/10.1088/0953-8984/22/18/185501


[33] B. Poumellec, R. Cortes, C. Sanchez, J. Berthon, and C. Fretigny, “Polarized xanes

and exafs at the V K-edge of VOPO4 · 2H2O gel, comparison with the V K-edge

in V2O5 xerogel”, Journal of Physics and Chemistry of Solids 54, 751 (1993).

[34] G. Kresse and D. Joubert, “From ultrasoft pseudopotentials to the projector

augmented-wave method”, Phys. Rev. B 59, 1758 (1999).
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